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从 这 本 书 开 始 , 科 学 出 版 社 将 重新 出 版 工区. 朗 道 入. M. 票 弗 席 兹 的 《4 理 
论 物理 学 ?系列 教程 .这 是 首次 在 栗 弗 席 兹 去 世 后 出 版 .准备 出 版 已 故 作 者 的 著 
作 是 令 人 伤感 的 ,这 个 沉重 的 任务 落 到 了 我 身上 . 
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少量 的 改进 .这 些 修改 是 票 弗 席 兹 和 我 共同 完成 的 ,其 中 有 一 部 分 已 经 反映 在 最 
近 的 英文 版 中 . 


并 .I. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1987 年 5 月 
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该 书 的 第 二 版 与 第 一 版 几乎 没有 差别 .在 准备 这 一 版 时 也 没有 发 现任 何 值 
得 修改 之 处 ,所 以 该 书 基 本 上 是 翻印 (只 是 改正 了 印刷 错误 ). 我 和 开 .II. 皮 塔 耶 
夫 斯 基 只 是 对 最 后 一 章 的 绝热 不 变量 进行 了 修改 和 补充 . 


卫 .M. 采 弗 席 兹 
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从 这 本 书 开 始 , 我 们 将 陆续 再 版 4 理论 物理 学 ?教程 ,计划 包括 以 下 各 卷 : 
. 力学 ， 
. 场 论 ， 
. 量子 力学 ( 非 相 对 论 理论 )， 
. 相对 论 量子 理论 ， 
. 统计 物理 学 ， 
. 流体 力学 ， 
. 连续 介质 电动 力学 ， 
. 物理 动 理学 . 
第 一 卷 的 第 一 版 曾 于 1940 年 由 并 . 朗 道 和 I. 皮 亚 季 总 尔 斯 基 发 表 .虽然 这 
套 教 程 内 容 没有 改变 ,但 是 经 过 了 重大 修改 并 完全 重 写 . 
感谢 巧 . 忆 . 枫 洛 申 斯 基 和 机 .II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 在 阅读 校 样 时 给 予 的 帮助 . 
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第 一 章 


运动 方程 





$1 广义 坐标 


质点 是 力学 的 基本 概念 之 一 ,是 指 那些 忽略 斥 寸 而 不 会 影响 其 运动 描述 的 
物体 . 当然 ,可 和 否 忽 略 斥 寸 因 不 同 问题 的 具体 条 件 而 异 . 例 如 ,研究 行星 绕 太 阳 的 
运动 时 ,可 以 认为 行星 是 质点 ,但 是 在 研究 行星 自转 时 就 不 能 当 作 质点 . 

质点 在 空间 的 位 置 由 其 径 矢 ~ 确定 ,其 分 量 用 笛 卡 儿 坐 标 z,y,z 表示 . 径 
和 撩 了 对 时 间 的 导数 


_ dr 
?a 


称 为 质点 的 速度 ,其 二 阶 导数 drijdrt? 称 为 质点 的 加 速度 .今后 ,对 时 间 的 导数 
经 常用 符号 上 面 的 点 表示 ,如 w=. 

为 了 确定 由 N 个 质点 组 成 的 系统 在 空间 的 位 置 ,需要 给 定 N 个 径 矢 , 即 给 
定 3N 个 坐标 . | 

通常 ,唯一 地 确定 系统 位 置 所 需 独 立 变量 的 数目 称 为 系统 的 自由 度 上 中, N 个 
质点 组 成 系统 的 自由 度 为 3N .这 些 独立 变量 不 一 定 是 质点 的 笛 卡 儿 坐 标 ,根据 
问题 的 条 件 ,有 时 选取 其 它 坐标 更 加 方便 . 

任意 :个 可 以 完全 刻画 系统 (s 个 自由 度 ) 位 置 的 变量 go ,gq,,… ,9, 称 为 该 
系统 的 广义 坐标 ,其 导数 4, 则 称 为 广义 速度 . 





@ 这 里 讨论 的 是 完整 系统 , 非 完整 系统 的 自由 度 不 能 这 样 定义 ,参见 ;马尔 契 夫 著 , 理论 力学 (第 3 
版 ). 李 俊 峰 译 .北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2005 :21. 
一 一 译 者 注 
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然而 ,给 定 广义 坐标 的 数值 并 不 能 确定 系统 在 给 定时 刻 的 “力学 状态 ” ,因为 
还 不 足以 预测 下 一 时 刻 系统 的 位 置 .对 于 给 定 的 广义 坐标 值 ,系统 可 以 具有 任意 
的 速度 ,因此 下 一 时 刻 ( 即 经 过 无 穷 小 的 时 间 间 隔 di ) 系 统 的 位 置 可 能 不 同 . 

实验 表明 ,同时 给 定 系统 的 所 有 广义 坐标 和 速度 就 可 以 确定 系统 的 状态 ,并 
且 原则 上 也 可 以 预测 以 后 的 运动 . 从 数学 观点 看 ,在 某 时 刻 给 定 所 有 广义 坐标 g 
和 速度 4 就 唯一 地 确定 了 该 时 刻 的 加 速度 了 人 . 

加 速度 与 坐标 .速度 的 关系 式 称 为 运动 方程 ,对 于 函数 g(1) 来 说 ,这 个 关系 
式 是 二 阶 微分 方程 ,原则 上 ,将 其 积分 可 以 求 出 函数 g(z), 即 确定 系统 的 运动 
轨迹 . 


$2 最 小 作用 量 原 理 


力学 系统 运动 规律 的 最 一 般 表述 由 最 小 作用 量 原 理 ( 或 者 哈密 上 顿 原理 ) 给 
出 .根据 这 个 原理 ,描述 每 一 个 力学 系统 都 可 以 用 一 个 相应 的 函数 
L(gi,g2,"" ,gq ,941,92 ,9,1), 
或 者 简 记 为 L(gq ,9g,i), 并 且 系 统 的 运动 还 要 满足 下 面 的 条 件 . 
假设 在 时 刻 上 = 与 和 z= zs 系统 的 位 置 由 两 个 坐标 ga 和 gq” 确定 .那么 ， 
系统 在 这 两 个 位 置 之 间 的 运动 使 得 积分 


S = | (0090Ddt (2.1) 


取 最 小 值 台 . 函数 坟 称 为 给 定 系统 的 拉 格 朗 日 兄 数 ,积分 (2.1) 称 为 作用 量 . 
拉 格 朗 日 函数 中 只 包含 g 和 5 ,而 不 包含 更 高 阶 导数 了 ,9 ,… ,这 反映 了 前 
面 提 到 的 物理 事实 , 即 力学 状态 完全 由 坐标 和 速度 确定 . 
下 面 我 们 通过 求 积 分 (2.1) 的 最 小 值 来 推导 运动 微分 方程 .为 了 书写 简便 ， 
我 们 先 假设 系统 有 一 个 自由 度 , 只 需 一 个 函数 g(z) 来 确定 . 
设 g= q(t) 是 使 S 取 最 小 值 的 函数 ,就 是 说 用 任意 函数 
q(t) + dg(7) (2.2) 
代替 a(z) 都 会 使 S 增 大 ,其 中 函数 8g(1)( 也 称 为 函数 g(t) 的 变 分 ) 在 从 二 到 
t; 的 整个 时 间 间 隔 内 都 是 小 量 .由 于 比较 函数 (2.2) 在 时 刻 上 = 如 和 t= zs 也 应 
该 分 别 取 值 为 a "和 gq"” ,于 是 有 : 
g(t1)=6g(t,)=0. (2.3) 





Q@ 为 了 书写 简便 ,我 们 用 g 表示 所 有 广义 坐标 gi ,qs,… ,gq,, 用 4 表示 所 有 广义 速度 . 

@@ ”然而 ,应 该 指出 的 是 ,这 个 最 小 作用 量 原理 的 表述 并 不 是 对 系统 的 整个 运动 轨迹 成 立 ,而 是 在 足 
够 小 的 区 段 上 成 立 . 对 于 整个 轨迹 来 说 ,积分 (2.1) 只 能 取 驻 值 而 不 一 定 是 最 小 值 . 当然 ,这 对 于 推导 运动 
方程 没有 什么 影响 ,因为 我 们 只 需 用 到 驻 值 条 件 . 





$2 最 小 作用 量 原 理 “3 ， 





用 gq(z)+5g(7) 代 替 gq(z) 使 S 产生 的 增 量 为 
| La + 8g,G+ 86,1)dt — | L(g,dt)d. 
这 个 差 按 6g 和 8d 的 指数 展开 式 ( 在 积分 号 下 的 表达 式 中 ) 是 从 一 阶 项 开始 的 . 


S 取 最 小 值 中 的 必要 条 件 是 这 些 项 之 和 等 于 零 . 这 个 和 称 为 积分 的 一 阶 变 分 (或 
者 简称 为 变 分 ). 于 是 ,最 小 作用 量 原理 可 以 写成 


3S = 让 "L(g,d,1)dt = 0， (2.4) 





或 者 变 分 后 的 形式 : 


注意 到 86 = 各 39 ,将 第 二 项 分 部 积分 得 
2/9L doL 
, + | ， aa dr ad 





于 aedr = = 0. (2.5) 


根据 (2.3) 上 式 中 第 一 项 等 于 零 . 剩 下 的 积分 在 6g 任意 取 值 时 都 应 该 等 于 零 ， 
这 只 有 在 被 积 函数 恒 等 于 零 的 情况 下 才 有 可 能 .于 是 我 们 得 到 方程 


对 于 有 s 个 自由 度 的 系统 ,在 最 小 作用 量 原理 中 有 * 个 不 同 的 函数 g, (1 应 
该 独立 地 变 分 . 显然 我 们 可 以 得 到 * 个 方程 : 
d 3L 3L 
dt ad， 9399; 
这 就 是 我 们 要 推导 的 运动 微分 方程 ,在 力学 中 称 为 拉 格 朗 日 方程 @ .如 果 给 定 力 
学 系统 的 拉 格 朗 日 函数 已 知 , 则 方程 (2.6) 建 立 了 加 速度 、 速 度 和 坐标 之 间 的 联 
系 ,是 系统 的 运动 方程 . 
从 数学 的 观点 看 ,方程 (2.6) 包 括 s 个 未 知 函 数 w (z) 的 s 个 二 阶 微分 方程 . 
这 个 方程 组 的 通 解 包含 2* 个 任意 常数 .为 了 确定 这 些 常 数 ,从 而 完全 确定 力学 
系统 的 运动 ,必须 知道 描述 系统 在 某 给 定时 刻 状态 的 初始 条 件 ,例如 坐标 和 速度 
的 初 值 . 
设 力学 系统 由 A 和 B 两 部 分 组 成 ,每 个 部 分 都 是 封闭 的 , 拉 格 朗 日 函数 分 
别 是 L。 和 Ls .在 两 个 部 分 相距 足够 远 以 至 它们 的 相互 作用 可 以 忽略 的 极限 情 
况 下 ,系统 的 拉 格 朗 日 函数 趋向 于 极限 : 





=0 (i=1,2,.…,s). (2.6) 





中 ”一 般 来 说 是 驻 值 . 
@ 在 求 积分 (2.1) 驻 值 的 变 分 计算 中 ,这些 方 程 称 为 欧 拉 方程 . 
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lim L=La+Ls. (2.7) 

拉 格 朗 日 函数 的 这 种 可 加 性 反映 了 一 个 事实 :每 一 个 独立 部 分 的 运动 方程 不 可 
能 包含 男 一 个 部 分 的 物理 量 . 

显然 ,将 力学 系统 的 拉 格 朗 日 函数 乘 以 一 个 任意 常数 ,不 会 改变 运动 微分 方 
程 .这 似乎 导致 一 种 不 确定 性 :各 个 孤立 力学 系统 的 拉 格 朗 日 函数 可 以 乘 以 不 同 
的 任意 常数 .可 加 性 消除 了 这 个 不 确定 性 ,只 允许 所 有 力学 系统 都 乘 以 同一 个 任 
意 常数 ,而 这 归结 为 选择 这 个 物理 量度 量 单位 的 任意 性 ,我 们 还 将 在 $4 中 继续 
讨论 这 个 问题 . 

我 们 还 需要 进行 以 下 的 一 般 性 讨论 .考虑 两 个 拉 格 朗 日 函数 L'(g,6,t) 和 
L(g ,48,1) ,它们 相差 茶 个 坐标 和 时 间 的 函数 Fa ,zi) 对 时 间 的 全 导数 : 


L(G) = L(g,d, 1) + 和 Ag (2.8) 
计算 这 两 个 拉 格 朗 日 函数 对 应 的 积分 (2.1) 可 得 关系 式 : 
S” = | Cg)d = | Lasd, ta + | 号 Ag ,td 


= S+Fo2 ti)- Fo)， 
即 S 和 S 相差 一 个 附加 项 .该 附加 项 在 变 分 时 将 消失 ,38S =0 和 8S=0 完 全 相 
同 ,因而 运动 微分 方程 也 相同 . 
可 见 , 拉 格 朗 日 函数 可 以 附加 任意 一 个 关于 时 间 和 坐标 的 函数 的 全 导数 . 


§3 伽利略 相对 性 原理 


为 了 研究 力学 现象 必须 选择 参考 系 . 一 般 来 说 运动 规律 在 不 同 的 参考 系 下 
具有 不 同 的 形式 .假如 任意 选择 参考 系 , 则 可 能 使 非常 简单 的 现象 看 起 来 十 分 复 
杂 . 这 自然 会 产生 一 个 问题 , 即 如 何 选择 参考 系 使 得 力学 规律 最 简单 

相对 于 任意 参考 系 , 空 间 是非 均 匀 的 各 向 异性 的 .这 就 是 说 ,如 果 某 个 物体 
与 其 它 物 体 之 间 没 有 相互 作用 ,但 是 它 在 空间 中 的 不 同位 置 和 不 同 指向 在 力学 
意义 上 是 不 等 价 的 .同样 ,一 般 情 况 下 时 间 也 是 非 均匀 的 , 即 不 同时 刻 也 是 不 等 
价 的 .显然 ,时 间 和 空间 的 这 些 性 质 使 力学 现象 的 描述 变 得 复杂 .例如 ,自由 物体 
( 即 不 受 任何 外 力作 用 ) 不 可 能 静止 :如 果 在 某 个 时 刻 其 速度 等 于 零 ,但 在 下 一 个 
时 刻 它 开始 向 某 个 方向 运动 . 

然而 ,似乎 总 是 存在 某 种 参考 系 ,空间 相对 它 是 均匀 的 各 向 同性 的 ,时 间 相 
对 它 是 均匀 的 .这 样 的 参考 系 称 为 惯性 参考 系 .在 惯性 参考 系 中 ,在 某 个 时 刻 静 
止 的 自由 物体 将 永远 保持 静止 . 

对 于 在 惯性 参考 系 中 自由 运动 的 质点 ,我 们 立即 可 以 得 到 其 拉 格 朗 日 函数 
形式 的 一 些 结论 .时间 和 空间 的 均匀 性 意味 着 这 个 函数 不 显 含 质点 的 径 矢 + 和 
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时 间 z, 即 工 只 是 速度 v 的 函数 .由 于 空间 各 向 同性 , 拉 格 朗 日 函数 不 依赖 于 矢 
量 v 的 方向 ,只 能 是 速度 大 小 的 函数 ,也 就 是 说 上 是 vw: = wv? 的 函数 : 


L=L(v). (3.1) 
由 拉 格 朗 日 函数 不 显 含 质点 的 径 和 撩 7z 可 知 9L/3r =0, 拉 格 朗 日 方程 可 写成 0 
d aL 
dr dv 
由 此 可 得 9L/3w = const. 而 39L/3w 只 是 速度 的 函数 , 故 
Vv = const. (3.2) 


可 见 , 在 惯性 参考 系 中 任何 自由 运动 的 速度 的 大 小 和 方向 都 不 改变 .这 个 结 
论 包含 了 惯性 定律 的 内 容 . 
如 果 在 我 们 已 有 的 这 个 惯性 参考 系 以 外 ,再 引进 另 一 个 惯性 参考 系 , 它 相对 
第 一 个 惯性 参考 系 作 匀速 直线 运动 , 则 相对 这 两 个 参考 系 的 自由 运动 规律 完全 
相同 :自由 运动 仍 是 匀速 直线 运动 . 
实验 证 明 , 不 仅 自 由 运动 规律 相对 这 两 个 参考 系 完 全 相同 ,所 有 力学 关系 式 
相对 这 两 个 参考 系 都 是 等 价 的 .因此 存在 不 只 是 一 个 ,而 是 无 穷 多 个 惯性 参考 
系 ,它们 相互 作 匀 速 直线 运动 .在 这 些 参 考 系 中 时 间 和 空间 都 是 相同 的 ,力学 规 
律 也 是 相同 的 .这 个 结论 称 为 如 利 略 相对 性 原理 ,这 是 力学 中 最 重要 的 原理 
之 一 . 
上 面 论述 充分 说 明了 惯性 参考 系 的 特性 ,应 该 利用 这 样 的 参考 系 研究 力学 
现象 .今后 如 果 不 特别 声明 ,我 们 只 研究 惯性 参考 系 . 
无 穷 多 个 这 样 的 参考 系 的 等 价 性 还 表明 ,不 存在 比 其 它 参 考 系 更 好 的 一 个 
“绝对 ”惯性 参考 系 . 
设 有 两 个 不 同 的 参考 系 K 和 K ,其 中 K 相对 K 以 速度 VV 运 动 ,同一 个 质 
点 相对 这 两 个 参考 系 的 坐标 + 和 + 满足 关系 式 
r=r + Vi. (3.3) 
我 们 认为 这 两 个 参考 系 中 的 时 间 是 相同 的 : 
t=+. (3.4) 
绝对 时 间 假 设 是 经 典 力 学 的 基础 2. 
公式 (3.3) 和 (3.4) 称 为 伽利略 变换 .伽利略 相对 性 原理 可 以 表述 为 :力学 运 
动 方程 在 伽利略 变换 下 具有 不 变性 . 
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下 面 研 究 拉 格 朗 日 函数 的 形式 ,首先 研究 一 个 最 简单 的 例子 一 一 质点 相对 





QD 标量 对 矢量 的 偏 导数 也 是 矢量 ,其 分 量 分 别 等 于 该 标量 分 别 对 矢量 各 个 分 量 的 偏 导数 . 
四 ”这 个 假设 在 相对 论 力学 中 不 成 立 . 








惯性 参考 系 的 自由 运动 .我 们 已 经 知道 ,这 种 情况 下 拉 格 朗 日 函数 只 能 依赖 于 速 
度 的 平方 .我 们 利用 伽利略 原理 来 研究 这 个 依赖 关系 的 形式 .如 果 惯 性 参考 系 有 
以 无 穷 小 速度 s 相对 惯性 参考 系 K' 运 动 , 则 有 mw =m + 8. 拉 格 朗 日 函数 L(v) 
经 过 伽利略 变换 后 得 到 二 ,由 于 在 所 有 惯性 参考 系 中 运动 方程 的 形式 都 相同 ， 
故 LL 与 L(w ) 只 能 相差 某 个 关于 时 间 和 坐标 的 函数 的 全 导数 (参见 § 2). 
于 是 有 
L’=L(v )=L(vi+2v'gE+e’). 
将 这 个 表达 式 展开 成 6 的 震级 数 并 忽略 高 阶 小 量 得 ; 
L(v®)=L(0) +2 To 

人 呈 线 性 依赖 关系 时 , 它 才 能 是 时 间 的 全 导数 . 


因此 2 未 不 依赖 于 速 束 度 , 即 拉 格 朗 日 函数 与 速度 平方 成 正比 : 





L=7v, (4.1) 


其 中 mx 为 常数 . 
由 拉 格 朗 日 函数 在 速度 无 穷 小 变换 下 满足 伽利略 相对 性 原理 可 知 ,在 参考 
系 K 以 有 限 速 度 V 相对 KK' 运 动情 况 下 , 拉 格 朗 日 函数 也 满足 该 原理 .事实 上 ， 


L'=Fv = Fv +V) = +2F 0 V+ 了 FV 


或 者 
L =L+ 吝 (2 全 V+ Vi :| 


d 2 
第 二 项 是 全 导数 ,可 以 略 去 . 
物理 量 m 称 为 质点 的 质量 .根据 拉 格 度 日 函数 的 可 加 性 ,对 于 无 相互 作用 
的 质点 组 成 的 自由 质点 系 , 有 中 


2 
7j2 .也 
[= > (4.2) 


必须 强调 ,只 有 考虑 到 可 加 性 的 时 候 ,给 出 的 质 量 定义 才 有 实际 物理 意义 . 
在 8$82 曾 经 指出 ,总 是 可 以 将 拉 格 朗 日 函数 乘 以 常数 而 不 改变 方程 .对 于 函数 
(4.2) , 乘 以 常数 就 相当 于 改变 了 质量 的 度量 ,不 同 质点 的 质量 之 间 的 比例 关系 
却 是 具有 实际 物理 意义 的 ,不 会 发 生 改 变 . 

容易 看 出 ,质量 不 可 能 是 负 的 .事实 上 ,根据 最 小 作用 量 原 理 , 质 点 从 空间 点 
1 到 空间 点 2 的 真实 运动 ,使 得 积分 








中 我们 用 拉丁 字母 表 中 前 几 个 字母 表示 质点 的 编号 ,用 i,k,l 给 坐标 编号 . 
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取 最 小 值 .假如 质量 是 负 的 ,对 于 快速 离开 点 1 再 快速 接近 点 2 的 轨迹 ,作用 量 
可 以 取 绝 对 值 任意 大 的 负 值 ,不 可 能 有 最 小 值 字 . 
注意 到 
"= (对) = 区 (4.3) 
因此 为 了 得 到 拉 格 斋 日 函数 只 需求 出 在 特定 坐标 系 中 弧 长 微 元 di 的 平方 . 
例如 ,在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 d 扩 = dx” +dy +dz? ,进而 有 


L=3F (2 + + ), (4.4) 
在 柱 坐标 系 中 d/? = dr + ridg? + dx? ,进而 有 

L=F(7 + rg + 2), (4.5) 
在 球 坐 标 系 中 d = dr? + rd9 +r?sin? 9dy? ,进而 有 


L=7(7 +r 0 +rsin’ 0¢’). (4.6) 


§5 质点 系 的 拉 格 朗 日 函数 


下 面 研 究 一 种 质点 系 , 其 质点 之 间 有 相互 作用 ,但 不 受 外 部 任何 物体 作用 , 称 
为 封闭 质点 系 .为 了 描述 质点 之 间 的 相互 作用 ,可 以 在 自由 质点 系 的 拉 格 朗 日 函数 
中 增加 坐标 的 函数 (根据 相互 作用 的 性 质 确定 ). 包 将 这 个 函数 记 为 U, 则 有 


2 
L = 5 Ur,r,) (5.1) 


(r。 是 第 a 个 质点 的 径 矢 ). 这 是 封闭 质点 系 拉 格 朗 日 函数 的 一 般 形式 . 
函数 U 称 为 质点 系 的 势能 ,而 
Mm Us, 
T= 2 
称 为 质点 系 的 动能 ,这 些 名 称 的 含义 将 在 §6 中 介绍 . 
势能 仅 依 赖 于 所 有 质点 在 相同 时 刻 的 分 布 , 这 意味 着 其 中 一 个 质点 位 置 的 
改变 立刻 影响 到 所 有 其 它 质点 ,可 以 说 相互 作用 瞬间 “扩散 ”. 这 个 相互 作用 的 性 
质 在 经 典 力学 中 是 必然 的 , 它 紧密 联系 着 经 典 力学 的 基本 前 提 , 即 绝对 时 间 假 设 
和 伽利略 相对 性 原理 .如 果 相 互 作 用 不 是 瞬间 扩散 的 , 即 以 一 定 的 速度 扩散 ,而 











中 在 第 2 页 的 注释 中 给 出 的 说 明 不 会 影响 这 个 结论 ,因为 m <0 时 积分 在 轨迹 上 任意 小 区 间 都 不 
可 能 有 最 小 值 . 
@ ”这 个 结论 限于 本 书 所 述 的 经 典 ( 非 相对 论 ) 力 学 范畴 . 
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时 间 的 绝对 性 意味 着 通常 的 速度 相 加 法 则 适用 于 所 有 现象 ,因此 在 不 同 的 (相对 
运动 ) 参 考 系 中 扩散 速度 不 相同 .于 是 相互 作用 的 物体 的 运动 规律 在 不 同 惯性 参 
考 系 中 也 不 相同 ,这 就 违背 了 伽利略 相对 性 原理 . 

在 8$3 中 我 们 只 提 到 了 时 间 的 均匀 性 . 拉 格 朗 日 函数 的 形式 (5.1) 表 明 ,时 
间 不 仅 是 均匀 的 ,而且 是 各 向 同性 的 ,即时 间 的 性 质 在 两 个 方向 上 都 是 相同 的 . 
事实 上 ,用 -上 代替 * 不 会 改变 拉 格 朗 日 函数 ,进而 也 不 会 改变 运动 方程 . 换 名 
话说 ,如 果 在 参考 系 中 某 种 运动 是 可 能 的 , 则 反 运 动 也 是 可 能 的 , 即 可 以 按照 相 
反 的 顺序 进行 运动 .在 这 个 意义 下 ,按照 经 典 力学 定律 所 有 运动 都 是 可 逆 的 . 

知道 拉 格 朗 日 函数 后 就 可 以 建立 运动 方程 


d aL _aL 
dt dw, ar (5.2) 
将 (5.1) 代 入 后 得 : 
d 
me (5.3) 


这 种 形式 的 运动 方程 称 为 牛顿 方程 ,是 自由 质点 系 力学 的 基础 .方程 (5.3) 右 端 
的 矢量 
_aU 
ar, 

称 为 作用 在 第 a 个 质点 上 的 力 . 它 与 U 一 样 ,依赖 于 所 有 质点 的 坐标 ,但 不 依 
赖 于 速度 .因此 ,方程 (5.3) 表 明 , 质 点 的 加 速度 矢量 也 是 坐标 的 函数 . 

势能 可 以 增 减 任意 常数 而 不 改变 运动 方程 (这 是 在 $2 中 讲 到 的 拉 格 朗 晶 
函数 不 确定 性 的 特殊 情况 ) .选择 这 个 任意 常数 的 最 自然 和 最 通用 的 方法 是 , 当 
无 限 增 大 质点 间距 离 时 势能 趋向 于 零 . 

如 果 描 述 运动 不 是 用 笛 卡 儿 坐 标 ,而 是 用 任意 的 广义 坐标 q; , 则 为 了 得 到 
拉 格 朗 日 函数 必须 引进 相应 的 变换 : 


F, = (5.4) 


。 9f,. 
zx, = 三 (dg 9) = 2 de etc. 
k 


将 这 些 表达 式 代入 函数 

= Dm (+ +) U, 
可 得 如 下 形式 的 拉 格 朗 日 函数 : 

L = Daa(9) dd - U(g), (5.5) 
其 中 内 是 广义 坐标 的 函数 .用 广义 坐标 写 出 的 动能 是 速度 的 二 次 函数 ,但 可 以 
依赖 于 广义 坐标 ， 


到 此 为 止 我 们 只 研究 了 封闭 质点 系 . 下 面 研究 非 封闭 质点 系 A, 它 与 运动 
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完全 已 知 的 质点 系 B 相互 作用 .这 种 情况 下 称 A 在 (由 B) 给 定 的 外 场 中 运动 . 
根据 最 小 作用 量 原理 推导 运动 方程 是 要 对 每 个 广义 坐标 进行 独立 变 分 ( 即 认为 
其 它 广 义 坐 标 是 已 知 的 ) ,因此 ,可 将 质点 系 A+ B 的 拉 格 朗 日 函数 工 中 广义 坐 
标 gs 用 已 知 函 数 代替 ,由 此 得 到 质点 系 A 的 拉 格 朗 日 函数 工 ,. 

假设 质点 系 A + B 是 封闭 的 , 则 有 

L=T,(ga,Ga)+ Ts(gqs,Gs)—- U(ga, gs), 
其 中 前 两 项 分 别 是 A 和 B 的 动能 ,第 三 项 是 A + B 的 势能 .将 广义 坐标 gs 用 
已 知 的 时 间 函 数 代 替 后 , Ts (gs , 9s) 是 只 依赖 于 时 间 的 函数 (因此 也 是 某 个 时 
间 函 数 的 全 导数 ) ,可 以 从 工 中 略 去 .于 是 
L=T(ga,9a) ~ U(ga ,gs(t)). 

可 见 , 在 外 场 中 运动 的 质点 系 的 拉 格 朗 日 函数 具有 通常 的 形式 ,差别 就 在 于 
势能 可 能 显 含 时 间 . 

对 于 在 外 场 中 运动 的 质点 , 拉 格 朗 日 函数 写成 


L= We Ur), (5.6) 
而 运动 方程 写成 
mm 了 = 一 了 (5.7) 


如 果 质 点 处 在 外 场 中 时 ,所 有 点 都 受到 相同 的 力 下 , 则 称 这 样 的 外 场 是 均匀 

的 .显然 在 均匀 外 场 中 势能 可 以 写成 
U=~F'r. (5.8) 

在 结束 本 节 之 前 ,我 们 还 需 对 拉 格 朗 日 方程 在 具体 问题 中 如 何 应 用 做 些 说 
明 .我 们 经 常会 遇 到 一 种 力学 系统 ,其 中 的 物体 (质点 ) 之 间 的 相互 作用 有 约束 的 
性 质 , 即 限制 物体 相互 间 的 位 置 关系 . 

实际 上 这 种 约束 是 通过 杆 、 线 、 铵 等 实现 的 .这 给 研究 运动 带 来 新 问题 , 即 运 
动 华 有 接触 处 的 摩擦 .一 般 来 说 ,这 个 问题 超越 了 力学 范围 (参见 § 25). 

然而 ,很 多 情况 下 摩擦 是 比较 弱 的 , 它 对 运动 的 影响 可 以 忽略 .如 果 还 可 以 
忽略 “连接 物 " 的 质量 , 则 其 作用 仅仅 是 减少 自由 度 (与 3N 相 比 ). 这 样 又 可 以 利 
用 拉 格 朗 日 函数 (5.5) 来 确定 运动 ,独立 的 广义 坐标 数 就 等 于 自由 度 . 


习 题 


试 求 下 面 在 均匀 重力 场 (重力 加 速度 为 g) 中 各 系统 的 拉 格 朗 日 函数 . 

习题 1 平面 双 摆 ( 图 1). 

解 : 取 绳 0 和 1, 分 别 与 坚 直方 向 的 夹 角 gp， 和 g, 为 广义 坐标 .对 质点 p11 
有 
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1 。 
二 三 mg ， U= — miglicosgpi. 


为 了 求 出 第 二 个 质点 的 动能 ,我 们 用 角 gp| 和 gp, 表示 第 二 个 质点 的 笛 卡 儿 坐 标 
Za,ya( 坐 标 原点 取 在 悬挂 点 ,y 轴 竖 直 向 下 ): 
XT2 = lising1 + Lsing,, ya = licosgp1 + Ll,cosgp,. 


于 是 有 


[oy 


_m;, 


T= Fm ti) = G+ + 00s( pi ~ 92) $1 pa]. 
最 后 得 


mi+m, ,2 722 


L= 7 lI 01 十 5 12 02 + malilscos( Pi 一 pa ) Pip 十 
(mit+ m2)glicosp! + ma gl2cos gp2. 


习题 2 质量 为 m, 的 平面 摆 , 其 悬挂 点 (质量 为 mi) 可 以 沿 着 水 平 直 线 运 
动 (图 2). 
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解 : 设 质点 mi 的 坐标 为 x , 绳 与 竖 直 方向 夹 角 为 p, 则 有 


十 
1 7 2 2 十 (LP +271 2 9cosp) + m, glcosg. 


习题 3 设 有 一 平面 扔 ,其 悬挂 点 ; 
a. 沿 着 紧 直 圆 以 定常 圆 频率 7 运动 (图 3)， 
b. 按 规律 ecosyt 水 平 振动 ， 


c. 按 规律 acosyYt 竖 直 振动 . 会 
解 : x 


a. 质点 m 的 坐标 为 : /4 
X= acosyt+ lsing, y= — asinyt + lcosg. 人 





工 三 


拉 格 朗 日 画 数 为 “ 
2 
= 2g + mlay’sin( 9g — 7t) + mglcosg. 
这 里 略 去 了 仅仅 依赖 于 时 间 的 项 , 它 可 以 写成 7 m 


mlaycos( 8 一 Yt) 对 时 间 的 全 导数 . 
b. 质点 m 的 坐标 为 : 
X=acosytt+ lsing, y= lcosg. 
拉 格 朗 日 函数 ( 略 去 全 导数 后 ) 为 


2 
L= 3 22 十 mlay’ cosytsing + meglcosg. 


c. 类 似 地 ,可 得 : 


2 
L= 3 p? 十 mlay’ cosYt cosp + mglcosg. 


习题 4 在 图 4 所 示 的 力学 系统 中 ,质点 m， 
沿 着 坚 直 轴 运动 ,整个 系统 以 常 角速度 0 绕 该 轴 
转动 . 

解 : 设 线段 a 与 坚 直方 向 夹 角 为 9, 系统 绕 坚 
直 轴 转动 的 角度 为 p, 则 $= 人 .对 于 每 个 质点 mi 
的 微小 位 移 有 

dli=a’d0 +a’sin dyp’. 
质点 m, 到 A 点 的 距离 为 2acosb, 因 此 
dl, = 一 2asin0d0. 

拉 格 衣 日 测 数 为 





L= mia’(0? + (22sin’ 0) +2m2a’sin 00’ 十 


28g8a(7a 二 7 )cosg . 图 4 








$6 能 量 


在 力学 系统 运动 过 程 中 ,描述 其 状态 的 2 个 变量 g,,g， (i=1,2,…,s) 随 
时 间 变 化 .但 是 存在 这 些 变量 的 某 些 函数 ,在 运动 过 程 中 保持 常 值 ,只 依赖 于 初 
始 条 件 . 这 些 函 数 称 为 运动 积分 . 

对 于 具有 * 个 自由 度 的 力学 封闭 系统 ,独立 运动 积分 数 等 于 -1. 这 很 容 
易 理 解 .运动 方程 的 通 解 包含 2; 个 任意 常数 (参见 第 3 页 ). 由 于 封闭 系统 的 运 
动 方程 不 显 含 时 间 , 所 以 可 以 完全 任意 选择 初始 时 刻 ,总 可 以 将 方程 解 中 的 任意 
常数 之 一 选 作 时 间 的 可 加 常数 to .从 2s 个 函数 

gi= gi(t+to,C,C,,, C1), 

di= Gi(t+ to0,C1,C2, ,C2 1) 
中 消去 t+z, 将 2s 一 1 个 任意 常数 C,,C,,…,C,,_1 表 示 成 g,,g，; 的 函数 形式 ， 
这 些 函 数 就 是 运动 积分 .. 

然而 ,并 不 是 所 有 的 运动 积分 在 力学 中 有 相同 的 重要 性 .其 中 一 些 运 动 积分 
的 恒定 不 变性 源 自 时 间 和 空间 的 基本 性 质 , 即 均匀 性 和 各 向 同性 .这 些 所谓 的 守 
恒 量具 有 可 加 性 ,对 于 儿 个 相互 独立 部 分 组 成 的 系统 ,守恒 量 的 值 等 于 各 个 部 分 
相应 值 之 和 . 

可 加 性 使 相应 的 物理 量具 有 重要 的 力学 意义 .例如 ,假设 两 个 物体 在 某 时 间 
间隔 内 相互 作用 .由 于 作用 发 生前 后 整个 系统 的 每 个 可 加 运动 积分 值 就 等 于 两 
部 分 相应 值 之 和 ,如 果 已 知 作 用 发 生前 物体 的 运动 状态 , 则 利用 守恒 定律 就 可 能 
得 到 作用 后 物体 运动 状态 的 有 关 结 论 . 





86 能 量 ” 13 ， 








我 们 首先 介绍 时 间 均 匀 性 导出 的 守恒 定律 . 
由 于 时 间 具 有 均 色 性 ,封闭 系统 的 拉 格 朗 日 函数 不 显 含 时 间 . 因 此 拉 格 朗 日 
函数 对 时 间 的 全 导数 可 以 写成 


dL a9L. aL .. 
dr tO 


(如 果 工 显 含 时 间 , 右 端 还 应 该 有 3L/31). 利 用 拉 格 朗 日 方程 将 9L/3g; 替换 为 


d aL ， 
dL d 3L aL.. d /9L. 
= 本 二 一 一 0 = pl 9， 
df 7 24 天 3¢ 2 DE Ez ) 
或 者 
d . 9L 
DX | 0 
由 此 可 知 
;= 5a-L (6.1) 
i 9g; 


在 封闭 系统 运动 中 保持 不 变 , 是 运动 积分 , 称 为 系统 的 能 量 .根据 (6.1), 能 量 与 
拉 格 朗 日 函数 的 关系 是 线性 的 ,由 拉 格 朗 日 函数 的 可 加 性 可 以 直接 得 出 能 量 的 
可 加 性 . 

在 上 述 推导 中 仅仅 利用 了 拉 格 朗 日 郴 数 不 显 含 时 间 的 性 质 , 所 以 能 量 守恒 
定律 不 仅 对 于 封闭 系统 成 立 , 对 位 于 定常 外 场 ( 即 不 显 含 时 间 ) 中 的 系统 也 成 立 . 
能 量 守恒 的 力学 系统 也 称 为 保守 系统 . 

在 §5 我 们 已 经 知道 ,封闭 (或 者 位 于 定常 外 场 中 的 ) 系 统 的 拉 格 朗 日 消 数 
可 写成 

L=T(g,9)- U(g), 
其 中 工 是 速度 的 二 次 函数 .利用 著名 的 欧 拉 齐 次 函数 定理 可 得 


. 9L . 97T 
di 。 二 >79, 一 = 2T. 
i 9g; i 9g; 


将 此 式 代 人 和 人 (6.1) 得 





E=T(g,4)+ U(g), | (6.2) 
用 第 卡 儿 坐标 写成 
已 = 5) ”3+ U(r,r,). (6.3) 


可 见 , 能 量 包含 本 质 不 同 的 两 项 :依赖 于 速度 的 动能 和 仅仅 依赖 于 坐标 的 势 
能 . 
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$7 动量 

另 一 个 守恒 定律 与 空间 的 均匀 性 相关 . 

根据 空间 均匀 性 ,封闭 力学 系统 在 空间 中 整体 平移 时 ,其 性 质保 持 不 变 . 因 
此 我 们 研究 一 个 无 穷 小 平移 s ,并 要 求 拉 格 朗 日 函数 保持 不 变 . 

平移 就 是 将 系统 中 所 有 质点 移动 相同 的 位 移 8 的 变换 , 即 径 矢 +, 一 r,+&. 
在 速度 不 变 的 情况 下 ,无穷 小 的 坐标 变换 使 拉 格 朗 日 函数 产生 的 改变 量 为 





8L = i 
其 中 求 和 是 对 所 有 质点 进行 的 .对 任意 s 要 求 5L =0 等 价 于 
5 = 0. (7.1) 
a 7 < 


根据 拉 格 朗 日 方程 (5.2) 得 
daL ad aL 
Ds 0 二 
于 是 我 们 可 得 结论 :封闭 力学 系统 的 矢量 
aL 
ov 
在 运动 中 保持 不 变 .矢量 P 称 为 系统 的 动量 .对 拉 格 朗 日 函数 ($.1) 求 导 可 得 用 
质点 速度 表示 的 动量 : 





P= (7.2) 


P= Om, ov,. (7.3) 

动量 的 可 加 性 是 显然 的 .与 能 量 不 同 之 处 在 于 ,无论 质点 之 闻 的 相互 作用 是 

否 可 以 忽略 ,动量 都 等 于 各 个 质点 的 动量 
Pa = ma v, 

之 和 . 

只 有 在 没有 外 场 的 情况 下 ,动量 矢量 的 三 个 分 量 的 守恒 都 成 立 . 然 而 ,在 有 
外 场 的 情况 下 ,如 果 势 能 不 显 含 某 个 笛 卡 几 坐 标 , 则 相应 的 动量 分 量 守恒 .显然 ， 
沿 着 该 坐标 轴 平 移 不 会 改变 力学 系统 的 性 质 , 动 量 在 该 轴 上 投影 守恒 .例如 ,在 
方向 沿 着 = 轴 的 均匀 场 中 , 沿 着 x 和 y 轴 的 动量 守恒 . 

等 式 (7.1) 的 物理 含义 非常 简单 .3L1ar. = -3U/ar。 是 作用 在 第 a 个 质点 
上 的 力 F, .等 式 (7.1) 表 明 ,作用 在 封闭 系统 的 所 有 质点 上 的 力 之 和 等 于 零 : 


SF, = 0. (7.4) 


特别 地 , 当 系统 只 由 两 个 质点 组 成 时 ,F, + F, =0, 相 互 作用 在 两 个 质点 上 的 力 
大 小 相等 .方向 相反 . 这 就 是 著名 的 作用 与 反作用 互 等 定律 





8$8 质 心 " 1353， 





如 果 用 广义 坐标 g; 描述 运动 , 则 拉 格 朗 日 函数 对 广义 速度 的 导数 


Pi = ~ (7.5) 
9g; 
称 为 广义 动量 ,而 
aL 
F;=3— (7.6) 
di 
称 为 广义 力 . 拉 格 朗 日 方程 可 以 写成 
pi=F,. (7.7) 


用 笛 卡 儿 坐 标 表示 的 广义 动量 就 是 p, 的 分 量 .一 般 情况 下 p, 是 广义 速度 

的 线性 齐 次 函数 ,不 能 化 为 质量 与 速度 的 积 . 
习 题 

习题 质量 为 m 的 质点 以 迷 度 v| 从 一 个 势能 为 常数 U, 的 半空 间 运 动 到 
另 一 个 热能 为 常数 U, 的 半空 间 . 求 质点 运动 方向 的 改变 . 

解 : 势能 不 依赖 于 平行 两 个 半空 间 分 界面 的 轴 的 坐标 ,因此 质点 动量 在 该 
分 界面 上 的 投影 守恒 .用 0 ,0, 表示 质点 穿越 分 界面 前 后 速度 vl,v, 与 分 界面 
法 线 的 夹 角 ,于 是 有 :uisinb = msing .mv 和 v, 之 间 的 关系 由 能 量 守 恒定 律 给 
出 ,最 后 可 求 得 











inO 
2 = 1+ 2 (UU,). 
mvi 


sing, 
88 质心 
封闭 系统 的 动量 对 于 不 同 的 惯性 参考 系 有 不 同 的 值 . 如 果 参 考 系 K 相对 参 


考 系 K 以 速度 了 运动 , 则 质点 相对 这 两 个 参考 系 的 速度 wv。 和 w 满足 关系 式 w。 
= vs 二 六 .因此 在 这 两 个 参考 系 中 动量 值 P 和 PP 满足 关系 式 


P= Dim, v= Sm, vw 十 V Om,, 
或 者 

P=P +VDm,. (8.1) 
特别 地 ,一 定 存在 使 得 动量 等 于 零 的 参考 系 K'. 令 (8.1) 中 P =0, 求 得 参 

考 系 KK 的 速度 为 
Vy- Pp 之 ms UV, 
> m, Dm 
如 果 力 学 系统 的 动量 等 于 零 , 则 称 系统 相对 该 参考 系 静 止 .这 是 单个 质点 静 
. 止 概念 的 自然 推广 .公式 (8.2) 给 出 的 速度 V, 具 有 动量 不 为 零 的 力学 系统 “ 整 





(8.2) 
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体 运动 "速度 的 含义 .由 此 可 见 , 动 量 守恒 定律 自然 地 给 出 了 系统 整体 静止 和 速 
度 的 概念 . 
公式 (8.2) 还 表明 ,动量 P 和 系统 整体 运动 速度 V 的 关系 ,就 如 同一 个 质点 
动量 和 速度 的 关系 ,该 质点 的 质量 等 于 系统 中 所 有 质点 的 质量 之 和 /= 了 mm ， 
这 正 说 明了 质量 的 可 加 性 ， 
公式 (8.2) 右 端 可 以 看 作 是 下 面 表达 式 对 时 间 的 导数 
2 mr, 
Rs 
可 以 说 ,系统 整体 运动 速度 就 是 径 矢 为 (8.3) 的 空间 点 的 运动 速度 ,这 个 点 称 为 
系统 的 质心 . 
封闭 系统 动量 守恒 定律 可 以 表述 为 :系统 的 质心 作 匀 速 直线 运动 . 这 是 $3 
给 出 的 自由 质点 惯性 定律 的 推广 ,质点 的 质心 就 是 质点 本 身 . 
在 研究 封闭 系统 的 力学 性 质 时 ,当然 利用 质心 静止 的 惯性 参考 系 , 这 就 可 以 
不 必 研 究 系 统 整体 的 匀速 直线 运动 . 
整体 静止 的 力学 系统 的 能 量 通常 称 为 内 能 EE, , 它 包括 系统 内 质点 的 相对 
运动 动能 和 相互 作用 势能 . 以 速度 Y 作 整 体 运动 的 系统 的 能 量 可 以 写成 


2 
下 = 一 + (8.4) 


尽管 这 个 公式 非常 显然 ,但 我 们 还 是 给 出 以 下 推导 .力学 系统 相对 参考 系 KK 和 
K 的 能 量 玉 和 E 的 关系 为 


1 1 , 
E = F mv + LU = Fm 十 VvV) +U 





(8.3) 


2 
A Ve Dm + 计 Dmoe +U 
或 者 
TV 
E=E’+ VP t+. (8.5) 


这 个 公式 给 出 了 相对 两 个 不 同 惯性 参考 系 的 能 量 关 系 ,类 似 于 公式 (8.1) 给 出 的 
动量 关系 .如 果 在 参考 系 KK 中 系统 质心 静止 , 则 P =0,E’= 玉 , ,这 时 就 得 到 公 
式 (8.4). 
习 题 
习题 ” 求 相 对 两 个 不 同 惯 性 参考 系 的 作用 量 之 间 的 关系 . 
解 : 拉 格 朗 日 孙 数 等 于 动能 和 状 能 之 差 ,显然 ,类 似 公 式 (8.5) 有 


2 
L=L’+ VP + . 
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将 该 等 式 对 时 间 积 分 可 得 
2 
S=S +uV:R’ +-t, 
其 中 R' 是 在 参考 系 K 中 系统 的 质心 的 径 矢 . 


$9 动量 矩 


下 面 研究 由 空间 各 向 同性 得 到 的 守恒 定律 . 
各 向 同性 意味 着 封闭 系统 整体 在 空间 中 任意 转动 时 ,力学 性 质保 持 不 变 . 因 
此 ,我 们 研究 系统 整体 的 无 穷 小 转动 并 要 求 拉 格 朗 日 函数 保持 不 变 . 
我 们 引入 无 穷 小 转动 矢量 59 ,其 大 小 等 于 转角 的 绝对 值 6g, 方向 沿 着 转动 
轴 ( 转 动 方向 对 于 59 的 方向 符合 右手 螺旋 法 则 ). 
我 们 首先 研究 ,在 系统 转动 时 ,从 坐标 原点 (位 于 转动 轴 上 ) 指 向 系统 中 任意 
质点 的 径 矢 的 位 移 . 径 矢 端点 的 线 位 移 与 转角 的 关系 为 (如 图 5 所 示 ) 
|Sr| = rsin0.8p. 
位 移 矢 量 的 方向 垂直 过 r 和 8e 的 平面 .显然 有 
Sr=69xXr. (9.1) 59 Sr 
在 系统 转动 时 不 仅 径 矢 的 方向 改变 ,而 且 所 有 质点 的 速 
度 也 改变 ,并 且 所 有 矢量 的 变化 规律 相同 .所 以 速度 相对 
固定 坐标 系 的 增 量 为 
Sv=9Xw. (9.2) 7 
将 这 些 表 达 式 代入 拉 格 朗 日 函数 不 变 条 件 


江 = 忆 ( 开 ':ar+ 和 :smj=0 防 
并 做 代 换 3L/1aw = p,， 3L/3r, = p, ,得 
Dp Goxr)+p,: (9xw,)]=0, 
或 者 


59 


图 5 


89 Dx Bot ox p) 一 sg Dr xp, = 0. 
由 59 的 任意 性 可 得 
4 Dr, x p = 0， 
即 在 封闭 力学 系统 运动 过 程 中 矢量 
M = Dr x p, (9.3) 
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保持 不 变 ,这 个 物理 量 称 为 动量 迭 了 D. 这 个 物理 量 不 依赖 于 质点 之 间 是 否 有 相互 
作用 , 它 的 可 加 性 是 显然 的 . 
可 加 的 运动 积分 就 这 些 . 就 是 说 ,任何 封闭 系统 都 有 总 共 7 个 这 样 的 运动 积 
分 :能 量 动量 的 三 个 分 量 和 动量 矩 的 三 个 分 量 . 
既然 在 动量 矩 的 定义 中 出 现 了 径 矢 , 它 的 取 值 就 与 坐标 原点 的 选取 有 关 . 假 
定 两 个 坐标 原点 相差 矢量 a ,同一 个 点 对 这 两 个 坐标 原点 的 径 矢 分 别 为 rx 和 
r, ,满足 关系 式 +r, = x’ +a. 因此 有 
M= Dr Xp = Dr xp, +ax Sp,, 
或 者 
M=M +axP. (9.4) 
由 此 可 知 , 只 有 在 系统 整体 静止 ( 即 已 =0) 时 ,其 动量 和 矩 不 依赖 于 坐标 原点 的 选 
择 . 动 量 矩 值 的 这 种 不 确定 性 不 会 影响 到 动量 抢 守 恒定 律 ,因为 封闭 系统 的 动量 
也 守恒 . 
我 们 来 推导 相对 不 同 参考 系 K 和 天 ' 的 动量 矩 之 间 的 关系 . 设 参 考 系 K' 相 
对 K 的 速度 为 V ,它们 的 坐标 原点 在 某 给 定时 刻 重合 .那么 质点 相对 两 个 参考 
系 的 径 矢 相同 ,速度 满足 关系 式 :uw = vi + V. 于 是 有 
M = Dmor, x v, = > mor, x w+ > mr, xV. 
右 端 第 一 项 是 相对 参考 系 K 的 动量 矩 MT ,在 第 二 项 中 利用 质心 径 矢 公式 
(8.3) ,可 得 
M= M'+HRXT (9.5) 
这 个 公式 给 出 了 相对 不 同 参考 系 的 动量 矩 之 间 的 关系 ,与 能 量 关系 式 (8.1) 和 动 
量 关 系 式 (8.5) 类 似 . 
”如 果 系 统 整体 相对 参考 系 K' 静 止 , 则 V 是 系统 质心 的 速度 ,而 wy 是 系统 
的 动量 ,进而 有 
M=M +RxXxP. (9.6) 
就 是 说 ,系统 的 动量 矩 由 相对 参考 系 的 “固有 动量 矩 " 和 整体 运动 的 动量 矩 R x 
P 构成. 
虽然 只 有 封闭 系统 的 动量 矩 ( 对 任意 坐标 原点 ) 三 个 分 量 都 守恒 ,但 是 在 一 
定 限 制 下 ,这 个 守恒 定律 对 于 在 外 场 中 运动 的 系统 也 成 立 . 从 上 面 推导 可 以 看 
出 ,动量 矩 在 外 场 的 对 称 轴 上 投影 总 是 守恒 的 , 绕 该 轴 转 动 的 系统 力学 性 质 不 
变 , 当 然 , 这 时 动量 抢 计 算是 相对 位 于 该 轴 上 的 任意 点 (坐标 原点 ) 的 . 
更 重要 的 情况 是 中 心 对 称 外 场 , 即 势能 仅仅 依赖 于 到 空间 中 某 个 特定 点 (中 





QD 也 称 转动 矩 或 者 角 动 量 . 
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心 ) 的 距离 .显然 ,在 这 种 场 内 运动 时 ,系统 动量 矩 在 任意 过 中 心 的 轴 上 投影 都 守 
恒 . 就 是 说 ,系统 相对 场 中 心 的 动量 和 矩 守 便 . 
另 一 个 例子 是 ,在 沿 着 z 轴 的 均匀 场 中 动量 矩 投 影 M. 守恒 ,并且 坐标 原点 
可 以 任意 选取 . 
应 该 指出 ,动量 矩 在 任意 轴 ( 我 们 就 取 为 = 轴 ) 上 的 投影 ,都 可 以 利用 拉 格 
朗 日 函数 的 微分 运算 求 得 : 
M.= 5 ee, (9.7) 
7 99。 
其 中 p 是 绕 z 轴 的 转角 .根据 前 面 给 出 的 动量 矩 守 恒 的 性 质 ,这 个 结论 是 显然 
的 ,也 可 以 直接 计算 来 验证 . 利用 柱 坐标 +,p,x 有 (代入 xz, = rcosp ,y= 
r, sing, ) : 
M, = Dm (ZJy。 IR) = Dmrig,. (9.8) 
另 一 方面 , 拉 格 朗 日 孙 数 写成 
L = Tm (+t rg + a) 0, 
将 它 代 入 (9.7) 即 可 得 (9.8). 
习 题 
习题 1 用 柱 坐 标 r,g,z 表示 质点 动量 乱 的 简 卡 儿 坐 标 分 量 以 及 动量 做 
的 大 小 . 
答案 : 


M,= msing(rz— zr)— mrzgecosy, 


M,= mcosp(zr -rz2)— mrz Ysing, 
M.= mr’ 9, 
M=mr or +t)+tm (rz zr). 
习题 2 ”用 球 坐 标 r+,0,9 表示 质点 动 章 短 的 稍 卡 儿 坐 标 分 量 以 及 动量 短 
的 大 小 . 
答案 : 
M,=— mri(0sing+ OPsin0cosgcosp ) ， 
M, = mar2(gcosgp — 9psingcosbsinp ) ， 
M, = mr’ psin’ 0， 


AM = mr*(0? + psin’ 0). 
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习题 3 在 下 列 场 中 运动 时 动量 PP 和 动量 矩 M 的 哪些 分 量 守 恒 ? 
a. 无 限 大 均匀 平面 场 . 
答案 : 
P, ,P,, M.( 无 限 大 平面 为 zy 平面 ). 

b. 无 限 长 均匀 圆柱 场 . 
答案 : 

P. ,M-.( 圆 柱 轴 为 = 轴 ). 
c. 无 限 长 均匀 棱柱 场 . 
答案 : 

卫 .( 棱 边 平 行 于 = 轴 ). 
d. 两 个 点 场 . 
答案 : 

M.( 两 个 点 位 于 z 轴 上 ). 
e. 无 限 大 均匀 半 平 面 场 . 


答案 
P, (无限 大 半 平 面 是 zy 平面 上 以 > 轴 为 界 的 ). 
f. 均匀 圆锥 场 
答案 : 
M. (圆锥 轴 为 z 轴 ) . 
g. 均匀 圆 环 场 . 
答案 : 


M.( 圆 环 轴 为 z 轴 ). 
h. 无 限 长 均匀 圆柱 形 螺旋 线 场 . 


解 : 绕 螺 旋 轴 (z 轴 ) 旋 转 89 同时 沿 着 该 轴 平 移交 89( 太 为 螺 距 ), 拉 格 朗 日 
函数 不 改变 .所 以 有 





_9L 9L、 _/» 天 . 加 
SL -aor+ od? (P. 六 + M. jap=0, 
由 此 可 得 
P, La + M, = const. 
27 
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拉 格 朗 日 函数 乘 以 任意 常数 不 会 改变 运动 方程 (参见 $2). 在 一 些 情况 下 ， 
利用 这 一 点 ,无 需求 解 运动 方程 就 可 以 得 到 有 关 运 动 性 质 的 重要 结论 . 
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我 们 考虑 势能 是 坐标 的 齐 次 函数 的 情况 , 即 势能 函数 满足 条 件 
U(ar ar ar ) = 过 DUOr rr )， (10.1) 
其 中 a 是 任意 常数 ,& 是 函数 的 次 数 . 
我 们 引入 变换 ,使 坐标 都 变 为 a 倍 ,时 间 变 为 8 倍 : 
ri>ar,s, thBt. 
这 时 所 有 速度 w = dr,/dt 变 为 a/8 倍 , 动 能 变 为 /8 倍 ,势能 变 为 a* 倍 .如 果 
a 和 8 满足 条 件 


即 


则 变换 的 结果 是 拉 格 朗 日 函数 乘 以 常数 ,运动 方程 保持 不 变 . 

所 有 质点 的 坐标 改变 相同 的 倍数 ,意味 着 变换 前 后 的 运动 轨迹 几何 上 相似 ， 
仅仅 是 斥 十 不同. 于 是 我 们 可 以 得 出 结论 ,如 果 势 能 是 坐标 ( 笛 卡 儿 坐 标 ) 的 
次 齐 次 函数 , 则 运动 方程 可 以 有 几何 相似 的 不 同 轨迹 ,并 且 ( 不 同 轨 迹 上 的 相应 
点 的 ) 运 动 时 间 满 足 关系 式 


1 1 1- ki2 
和 = 人 二) ， (10.2) 


其 中 27/ 是 两 个 轨迹 尺寸 之 比 . 除 了 时 间 以 外 ,在 相应 时 刻 不 同 运动 轨迹 上 相 
应 点 的 任何 力学 量 之 间 的 关系 ,都 可 以 用 1 /1 表示 .对 于 速度 、 能 量 和 动量 第 有 
7 7 \ kl2 / 7 大 7 + V1l+ki2 

和 人 六 人 各 
下 面 举 几 个 例子 . 
我 们 在 后 面 章 节 中 将 会 讲 到 ,在 微 振 动情 况 下 势能 是 坐标 的 二 次 函数 (k= 
2). 由 (10.2) 可 知 振动 周期 与 振幅 无 关 . 
在 均匀 力 场 中 势能 是 坐标 的 线性 函数 (参见 (5.8)), 即 &=1. 由 (10.2) 得 
£” 1 





L 
由 此 可 知 , 对 于 重力 场 中 的 自由 落体 ,下 落 时 间 的 平方 之 比 等 于 下 落 高 度 之 比 . 
对 于 两 个 质点 之 间 的 牛顿 引力 或 者 两 个 电荷 之 间 的 库仑 力 ,势能 都 是 与 两 
点 间距 离 成 反比 , 即 &= -1. 这 时 
上 
nn 
并 由 此 得 出 结论 :轨道 运动 周期 的 平方 与 轨道 尺寸 的 立方 成 正比 (这 个 结论 称 为 
开 普 勒 第 三 定律 ). 
如 果 力 学 系统 在 有 限 空间 中 运动 ,势能 是 坐标 的 齐 次 函数 , 则 动能 和 势能 的 
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时 间 平 均值 存在 非常 简单 的 关系 ,这 个 关系 式 称 为 位 力 定理 . 
因为 动能 是 速度 的 二 次 函数 ,根据 欧 拉 齐 次 函数 定理 有 


| 了 二 * Vv, = 2 了 ， 
a vs 
或 者 利用 3T/9w, = p, 写成 
d . 
2T = >. * v, = 亚 之 ' 忆 六 一 25, … (10.4) 


我 们 下 面 将 这 个 等 式 对 时 间 平 均 . 函数 f(z1) 对 时 间 平 均 是 指 
| 7 = tim £| f(a. 
容易 看 出 ,如 果 函 数 f(1) 是 某 个 有 限 函 数 ( 即 不 会 取 值 为 无 穷 )F(z ) 对 时 
闻 的 全 导数 , 则 f(1) 对 时 间 平 均等 于 零 . 事 实 上 ， 


7 = tm -| ar = lim TF) = 0 





假设 系统 在 有 限 空间 中 以 有 限 速 度 运动 , 则 2 " r。 是 有 限 的 ,等 式 


(10.4) 右 端 第 -项 对 时 间 平 均等 于 零 . 根 据 牛顿 方程 ,将 等 式 (10.4) 右 端 第 二 项 
中 p, 替换 为 -93U/r, ,可 得 名 


2T = Or, 天. (10.5) 
如 果 势 能 是 所 有 径 矢 r。 的 & 次 齐 次 函数 , 则 根据 欧 拉 定理 ,等 式 (10.5) 变 为 
2T=EU. (10.6) 
由 于 工 + 恕 =EE=E, 可 以 将 等 式 (10.6) 等 价 地 写成 
二 2 二 上 
U = 元 5 已 ， 了 = 二 5 (10.7) 


这 两 个 公式 将 U 和 本 用 能 量 表示 出 来 . 
对 于 有 &=2 的 特殊 情况 有 
T=U, 
即 动能 和 势能 对 时 间 平 均 相 等 .对 于 牛顿 引力 (k= -1) 有 
2T=-U. 
这 时 五 = - 工 表 明 , 只 有 在 能 量 为 负 值 情 况 下 ,在 这 种 引力 作用 下 的 运动 才能 
在 有 限 的 空间 区 域内 (参见 8$ 15). 


习 题 
习题 1 质量 不 同 势能 相同 的 质点 沿 着 相同 轨迹 运动 ,它们 的 运动 时 间 满 





中 ”等 式 (10.5) 右 端 表达 式 有 时 也 称 为 系统 的 位 力 . 
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足 什 么 关系 ? 
答案 : 


习题 2 势能 夹 以 一 个 常数 后 , 沿 着 相同 轨迹 运动 的 时 间 有 什么 变化 ? 
答案 : 
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$11 一 维 运动 
一 个 自由 度 系统 的 运动 称 为 一 维 运动 . 若 系统 处 于 定常 外 部 条 件 下 , 拉 格 朗 
日 函数 的 一 般 形 式 为 


L=Fa(g)d - U(g), (11.1) 
其 中 a(g) 是 广义 坐标 g 的 函数 .如 果 g 为 笛 卡 儿 坐 标 ( 我 们 就 取 为 z) , 则 
L= 加 U(x). (11.2) 


相应 于 这 个 拉 格 朗 日 函数 的 运动 方程 可 以 积分 成 一 般 形式 .这 时 甚至 没 必 
要 给 出 运动 方程 本 身 , 可 以 直接 由 方程 的 第 一 积分 一 一 能 量 守 恒定 律 给 出 .于 
是 ,对 于 拉 格 朗 日 函数 (11.2) 有 


.2 
+ U(x)=E. 


这 是 一 阶 微分 方程 ,可 以 通过 分 离 变 量 积分 出 来 : 


= SIE- U(z)]， 
进而 得 到 


m dz 
! 二 3 在 竺 二 十 const. (11.3) 
这 里 能 量 已 和 const 是 积分 常数 . 
由 于 动能 实际 上 是 正 值 , 运 动 中 能 量 总 是 大 于 势能 , 即 运动 只 能 发 生 在 
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U(x)<E 的 空间 区 域 . 
例如 ,函数 U(xz) 的 形式 如 图 6 所 示 . 在 图 中 画 出 相应 于 给 定 能 量 的 水 平 直 
线 , 立 即 可 以 得 到 可 能 的 运动 区 域 , 即 图 6 中 AB 之 间 和 C 右 侧 的 区 域 . 





势能 等 于 能 量 的 点 确定 了 运动 边界 : 
U(xz)=E. (11.4) 
由 于 在 这 些 点 速度 为 零 , 故 称 之 为 停滞 点 .如 果 运 动 区 域 由 两 个 停滞 点 限定 , 则 
运动 发 生 在 有 限 的 空间 区 域内 , 称 为 有 限 运 动 .如 果 运 动 区 域 不 受 限制 或 者 只 有 
单 面 限制 , 则 运动 是 无 限 的 ,质点 可 以 运动 到 无 穷 远 处 , 称 为 无 限 运 动 . 
一 维 有 限 运动 是 振动 ,质点 在 两 个 边界 之 间 往 复 运动 (在 图 6 的 点 x 和 z。， 
之 间 的 势能 阱 中 ). 根 据 时 间 的 可 逆 性 (参见 第 8 页 ), 从 zi 到 zx, 的 运动 时 间 等 
于 从 xz, 到 zi 的 时 间 . 所 以 ,振动 周期 (从 zi 运动 到 x, 并 返回 的 时 间 ) 等 于 从 
zl 到 zx, 运动 时 间 的 两 倍 , 根 据 (11.3) 有 
xr,(E) dz 
T(E) = Van] Es (11.5) 
积分 上 下 限 是 给 定 五 的 方程 (11.4) 的 根 .这 个 公式 给 出 了 振动 周期 对 能 量 的 依 
赖 关系 . 


习 题 
习题 1 试 求 平面 单 扔 (质量 为 m , 摆 长 为 了 ,在 重力 场 中 运动 ) 振 动 周期 对 
振幅 的 依赖 关系 . 
解 : 单 摆 的 能 量 为 
E= 


2 »2 
mt — mglcosp = — mglcosgo, 


其 中 gp 为 绳 与 竖 直 方向 央 角 ,gp。 是 最 大 摆 角 .周期 等 于 p 从 零 到 wu 运动 时 间 
的 4 倍 : 
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ZL fo dg 加 Lf?0 dg 
T= 4 去 | 2 . 
2g8Jo Vecosg — cos po 8 Jo Vsin (po/2) - sin (9/2) 


令 sin( gp/2)/sin( go/2)=sin&, 上 面积 分 写成 
了 三 4A/ “人 sin 多 )， 
8 2 


dé 
K(k)= 
(4) [ V1— ksiné 


称 为 第 一 类 椭圆 积分 . 当 sin(gpu/2)<spoj12< 儿 1( 微 振动 ) 时 ,展开 函数 K(k) 可 得 


T=2ry 地 (1+ 调 侣 +…) 


这 个 展开 式 的 第 一 项 就 是 大 家 都 知道 的 基本 公式 . 
习题 2 试 求 质量 为 m 的 质点 振动 周期 对 能 量 的 依赖 关系 ,其 中 质点 所 处 
力 场 的 势能 为 : 











其 中 











a. U=A|lzx|". 
解 : 
pe (CBA dz 2V2mPF Yr dy 
= 2 2m| 一 nH | 四 
VE - Ax’ A” oVI-y 
令 y 二 wu, 这 个 积分 式 化 为 用 械 函 数 表 示 的 B 一 欧 拉 积 分 


2vV2xrmT(l/n) 
MA "TH + 1/2) 


下 对 五 的 依赖 关系 符合 力学 相似 律 (10.2) 和 (10.3). 





EV-12 





b. U= - Uolcosh az， — Us,<E<O. 
答案 : 
、 T= 27 
av 1lEI| 
c. U= U,tan’ ax. 
答案 : 
, NXTV2m 
a VE+ Uo 


$12 根据 振动 周期 确定 势能 


现在 我 们 研究 如 何 根据 振动 周期 站 对 能 量 E 的 依赖 关系 来 确定 势能 的 形 
式 U(xz). 从 数学 的 观点 看 ,这 是 求解 积分 方程 (11.5) ,其 中 U(z) 是 未 知 函 数 ， 
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而 人 (所 ) 是 已 知 函 数 . 

我 们 先 不 考虑 积分 方程 解 存 在 的 可 能 性 问题 ,假定 所 求 函 数 U(xz) 在 所 研 
究 的 空间 区 域内 只 有 一 个 极 小 值 .为 了 方便 起 见 ,我 们 假设 势能 极 小 值 等 于 零 ， 
并 将 坐标 原点 选 在 势能 极 小 值 处 (图 7). 


- U=E 











对 积分 (11.5) 做 变换 ,将 坐标 x 当 作 [7 的 函数 .函数 x( UU) 是 双 值 的 , 即 每 
个 对 应 两 个 不 同 的 值 .用 $dU 代替 dz ,积分 (11.5) 变 为 两 个 积分 之 和 : 
从 z=x, 到 z=0 的 积分 ,从 x=0 到 z=x, 的 积分 .我 们 在 这 两 个 区 域 写 出 x 
对 U 的 依赖 关系 z= xi(U) 和 z= xz,(U). 

显然 ,对 UU 积分 的 上 下 限 分 别 为 E 和 0, 于 是 有 


站 


四 SD) dzxri(U) dU 
zz | (3 dU ) 元 -UU 
将 这 个 等 式 两 边 除 以 Va 二 巨 , 其 中 a 是 参数 ,然后 对 从 零 到 a 积分 : 
° T(E)dE _ 7 vaz[ | (时 - SP | dUdE 
o Va-E dU /Vla- E)(F- 了” 
或 者 改变 积分 顺序 写成 
“ T(E)dE _ a dzi(U) “ dE 
| VE 2 | (3 dU io, A 
对 EE 的 积分 是 很 基本 的 ， 和 x. 然 后 对 U 积分 可 得 


5 nVam[z(a) - zi(a)] 


(计算 中 已 考虑 到 zx,(0) = zx1(0)=0). 将 a 替换 为 口 ,最终 得 


1 | T(E)dE 
xnvV2mlo VU-E 
































(Ux(U) =- (12.1) 
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因此 ,由 函数 T(E) 可 以 确定 z:(U)-z (CUD), 但 函数 x,(U) 和 xz1(U) 
本 身 却 无 法 确定 .这 就 是 说 ,相应 于 给 定 的 周期 对 能 量 的 依赖 关系 ,存在 无 穷 
多 条 曲线 U = U(z), 这 些 曲 线 之 间 的 差别 不 改变 同一 个 U 对 应 的 两 个 x 
之 差 . 

如 果 要 求 曲线 U = U(xz) 关 于 纵 坐 标 对 称 , 即 

xXx2(U)= -xi(U)=zx(U), 

则 不 存在 解 的 多 值 性 问题 .这 时 公式 (12.1) 给 出 U(z) 的 单 值 表达 式 : 
1 7 T(E)dE 


(0) ”于 0 VU-E 


(12.2) 








$ 13 折合 质量 


由 两 个 相互 作用 的 质点 组 成 系统 的 运动 ,是 非常 重要 的 问题 (二 体 问题 ) , 存 
在 一 般 形式 的 通 解 . 

作为 求解 问题 的 第 一 步 ,我 们 将 证 明 , 如 果 系 统 的 运动 分 解 为 质心 运动 和 相 
对 质心 的 运动 , 则 问题 会 大 大 简化 . 

相互 作用 的 两 个 质点 的 势能 仅 依赖 于 它们 之 间 的 距离 , 即 依赖 于 它们 径 矢 
差 的 绝对 值 .所 以 拉 格 朗 日 函数 为 


‘2 
mir 
L=7 


引入 两 点 相对 位 置 矢量 


:2 
D3 U(r -rl). (13.1) 
一 Pi 一 2， 

并 将 坐标 原点 置 于 质心 处 , 即 


mritm,r,=0. 














从 这 两 个 等 式 可 以 求 出 
mr" ci (13.2) 
将 这 些 表达 式 代 入 (13.1) 可 得 
L= U(r), (13.3) 
其 中 
n= (13.4) 


称 为 折合 质量 .函数 (13.3) 形 式 上 等 同 于 一 个 质点 的 拉 格 朗 日 函数 ,该 质点 的 质 
量 为 m ,在 势能 为 U(r) 的 对 坐标 原点 对 称 的 场 中 运动 . 
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因此 ,二 体 问 题 归结 为 一 个 质量 为 xr 的 质点 在 给 定 外 场 U(r) 中 的 运动 . 
利用 公式 (11.2) ,质点 mr; 和 mm, 的 轨迹 mm =ri(t) 和 ,==r,(z) 可 以 由 r= 
r(z) 求 出 来 . 

习 题 

习题 ”质点 系 由 一 个 质量 为 M 的 质点 和 nn 个 质量 为 m 的 质点 组 成 . 试 消 
去 质心 运动 并 将 该 质点 系 的 运动 化 为 n 体 问 题 . 

解 : 设 RR 是 质点 M 的 径 矢 , R。(a =1,2,…,n) 分 别 是 质量 为 m 的 各 个 质 
点 的 径 秋 .引入 质点 M 到 质点 m 的 径 夭 

7r, 三 到 ,一 玉 ， 
并 将 坐标 原点 置 于 质心 处 , 即 
MR = m >)R, = 0. 
从 这 两 个 等 式 可 以 求 出 
R = 2 R=R+i+r,,， 


其 中 以 = MT+ nm .将 这 些 表达 式 代入 拉 格 朗 日 函数 





MR2 m 。 
L = -5 + TR. U(r), 
可 得 
m m2 人 
= 至 忆 w + 站 (" — U(r), 
其 中 心 寺 7,. 


势能 仅 依 赖 于 质点 之 间 的 距离 ,可 以 看 作 是 六 的 光 数 . 
§14 有 心力 场 内 的 运动 


二 体 问 题 可 以 归结 为 一 个 质点 的 运动 ,我 们 仅 需 要 研究 质点 在 外 场 中 的 运 
动 , 这 个 外 场 的 势能 仅 依赖 于 到 给 定点 的 距离 , 称 为 有 心力 场 .作用 在 质点 上 的 
力 
_9U(r)__dU 


和 r 
9r rr 


的 大 小 仅 依赖 于 + ,方向 沿 着 质点 的 径 矢 . 
在 8 9 已 经 证 明 ,在 有 心力 场 内 的 运动 对 场 中 心 的 动量 矩 守 恒 . 对 于 一 个 质 
点 ,这 个 动量 矩 就 是 


F= 


3 


M=rxp. 
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由 于 M 和 7 相互 垂直 , M 不 变 就 意味 着 在 运动 过 程 中 质点 的 径 矢 总 是 位 
于 一 个 平面 内 ,该 平面 垂直 于 M. 

因此 质点 在 有 心力 场 内 运动 的 整 条 轨迹 都 位 于 一 个 平面 内 .引入 极 坐 标 x， 
2，, 写 出 拉 格 朗 日 函数 (参见 (4.6)) 


三 = 了 (天 十 于 9 )— U(r). (14.1) 


这 个 函数 不 显 含 坐标 p. 拉 格 朗 日 函数 不 显 含 的 广义 坐标 称 为 循环 坐标 . 根 
据 拉 格 朗 日 方程 ,对 于 循环 坐标 有 


dr_aL_y 
diag, 9d， ’ 
即 相 应 的 广义 动量 p, =3L139, 是 运动 积分 .这 将 在 存在 循环 坐标 情况 下 大 大 
简化 运动 方程 的 积分 . 
广义 动量 
po= mr 9 
就 是 动量 矩 M. = M (参见 (9.8)) ,因此 我 们 又 回 到 了 熟知 的 动量 矩 守 恒定 律 
M = mr’ $= const. (14.2) 


可 以 给 出 质点 在 有 心力 场 内 平面 运动 的 几何 解释 .无 限 接近 的 两 个 径 矢 和 
轨迹 弧 长 微 元 围 成 的 扇形 面积 (图 8) 等 于 (1/2)r.rdp ,将 它 表 示 为 df. 质 点 的 
动量 和 矩 可 以 写成 

M=2mf, (14.3) 
其 中 广 称 为 扇形 速度 .所 以 动量 矩 守恒 意味 着 扇形 速度 为 常数 , 即 在 相同 时 间 
内 质点 径 矢 扫 过 的 相同 的 面积 ( 开 普 勤 第 二 定律 )@， 





图 8 


从 能 量 和 动量 矩 守恒 出 发 ,无 需 写 成 运动 方程 ,就 可 以 很 容易 地 完全 解决 质 





中 ”在 有 心力 场 内 运动 质点 动量 矩 守 人 恒定 律 有 时 也 被 称 为 面积 积分 . 
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点 在 有 心力 场 中 的 运动 问题 .利用 (14.2) 用 M 表示 》, 代 人 能 量 


























7 .2 2 。2 2 M? 
E=F(7+r 9 )+ U(r)= 7 + st U(r). (14.4) 
由 此 可 得 
.dr /2 RM 
;= 2[E U(r)] mr (14.5) 
分 离 变量 并 积分 得 
1 = | dr 二 + const. (14.6) 
SIE -U1- A 
将 (14.2) 写 成 
dp = 2rdt, 
从 (14.5) 求 出 dz 代入 上 式 并 积分 得 
0 = (MI/r’ )dr 十 const . (14.7) 


V2m[E- U(r)] - Mi/r’ 
公式 (14.6) 和 (14.7) 给 出 了 问题 的 一 般 形式 的 通 解 .公式 (14.7) 给 出 了 
和 yp 的 关系 , 即 轨 迹 方 程 ,而 公式 (14.6) 给 出 了 质点 到 中 心 距离 x 随时 间 变 化 
的 隐 函 数 .由 公式 (14.2) 可 知 % 的 符号 不 会 改变 ,因此 p 总 是 随时 间 单 调 变化 . 
公式 (14.4) 表 明 , 径 向 运动 可 以 看 作 是 在 某 个 场 中 的 一 维 运动 ,该 场 的 “等 
效 " 势 能 为 





Ua= Un + (14.8) 
其 中 M?*/(2mr? ) 称 为 离心 势能 .从 
U(r) + = (14.9) 


中 求 出 的 + 给 出 了 运动 区 域 边界 到 中 心 的 距离 .等 式 (14.9) 成 立时 径 向 速度 7 
等 于 零 . 但 这 不 能 说 明 质点 (在 真实 一 维 运动 中 ) 静 止 , 这 是 因为 角速度 9 不 为 
零 .等 式 ”=0 表示 轨迹 的 “转折 点 ”, 函 数 r(z) 在 这 个 点 从 增加 变 为 减 小 或 者 相 
反 . 

如 果 x 的 变化 区 域 只 受 "之 rm 的 限制 , 则 运动 是 无 限 的 ,轨迹 可 以 延伸 到 
无 穷 远 处 . 

如 果 > 的 变化 区 域 有 两 个 边界 rw 和 rwx, 则 运动 是 有 限 的 , 整 条 轨迹 位 于 
r= rm 和 = rux 确 定 的 环形 区 域内 .然而 ,这 不 能 说 明 轨 迹 是 封闭 曲线 .根据 
(14.7), 随 着 时 间 的 变化 ,r 从 ru 到 rs, 然后 再 到 rw， 径 矢 转 过 的 角度 Ap 等 
于 
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Tmax (MI/ 一 )dr 
7 中 V2m[ 巨 - U(r)] 二 Mi 
轨迹 封闭 的 条 件 是 这 个 转角 等 于 2x 的 有 理 数 倍 , 即 Ap==2xm/n, 其 中 ， 
n 是 整数 .那么 质点 径 矢 经 过 n 个 这 样 的 运动 周期 ,转动 m 圈 后 , 回 到 初始 位 
置 , 即 轨迹 封闭 . 
然而 这 是 很 特殊 的 情况 ,对 于 任意 形式 QU(r), 角 Ap 不 等 于 2x 的 有 理 数 
倍 .因此 一 般 情 况 下 运动 轨迹 不 是 封闭 的 .轨迹 无 穷 多 次 到 达 最 大 和 最 小 距离 ， 
最 终 将 两 个 边界 之 间 的 圆 环 充满 (图 9). 


(14.10) 











只 有 在 两 种 类 型 的 有 心力 场 中 的 运动 是 封闭 的 ,这 两 种 场 的 势能 与 上 或 者 
六 成 正比 .第 一 种 将 在 下 一 节 讨论 ,第 二 种 相应 于 空间 振子 (参见 $ 23 习题 3). 

公式 (14.5)( 以 及 公式 (14.6) 和 (14.7)) 中 平方 根 在 转折 点 改变 符号 . 如果 
角 9 从 指向 转折 点 的 径 矢 方向 算 起 , 则 在 连接 该 点 的 两 段 轨迹 上 ,相同 的 > 对 
应 的 p 只 是 符号 不 同 .就 是 说 ,轨迹 相对 转折 点 径 矢 方向 是 对 称 的 . 比如, 我们 从 
某 个 + = ru 点 开始 , 走 一 段 轨 迹 到 达 + = ru 点 ,然后 走 一 段 对 称 的 轨迹 到 达 下 
一 个 r= ru 点 , 依 此 类 推 , 即 整个 轨迹 可 以 通过 往复 重复 相同 的 轨迹 段 得 到 .对 
于 由 两 个 从 > = rm 到 无 穷 远 的 对 称 分 支 组 成 的 无 限 轨 迹 也 是 如 此 . 


当 r~>0 时 ,离心 势能 (对 M 尖 0 的 运动 ) 像 二 一 样 趋向 无 穷 大 ,因此 质点 通 


常 不 可 能 通过 场 的 中 心 ,即使 场 本 身 具 有 吸引 特性 也 是 如 此 .只 有 当 > 一 0 时 势 
能 足够 快速 地 趋向 - co ,质点 才 可 能 “ 落 ” 到 场 的 中 心 . 由 不 等 式 


”2 
mr 


2 





2 
=E-U(r)--A >0 
2mr 
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或 者 
r U(r) +M < Er 
2m 
可 知 ,r 可 能 趋 于 零 的 条 件 是 


2 
2U(7)),< -A (14.11) 


2m°” 


即 U(7) 应 该 趋向 - %, 或 者 像 - 志 [a> ,或 者 正比 于 -二 (>2)， 


习 题 
习题 1 试 积 分 球面 摆 的 运动 方程 .球面 摆 是 指 质量 为 m 的 质点 沿 着 半径 
为 ! 的 球面 在 重力 场 中 运动 . 
解 : 设 球 坐 标 系 原点 位 于 球 心 , 极 轴 紧 直 向 下 , 则 质点 的 拉 格 朗 日 函数 为 























2 
L= 2 (0 + ysin 0)+ mglcosO. 
显然 p 是 循环 坐标 ,所 以 广义 动量 p。 守 性 ; 
ml” 0sin 9 = M., = const. (1) 
能 量 
[2 ,sy 2 2 M:. 
E= (0 + Ysin 0)— mglcos0 = 一 FG mglcos0. (2) 
由 此 求 出 0 并 分 离 变量 ,得 
， = | 5 db (3) 
rE ~ Ua(0)] 
其 中 等 效 势能 为 
AM。 
Us 人 0) 一 7172sin20 megl Cos » 
利用 (1) 求 出 
M. dg 
= . (4 
? 7 - Uat0) ) 


积分 (3) 和 (4) 分 别 是 第 一 类 和 第 三 类 椭圆 积分 . 

角 0 的 运动 区 域 由 条 件 忆 > Us 确定 ,而 其 边界 由 方程 = Ui 确定 .这 是 
cosg 的 三 次 方程 ,在 -1 和 +1 之 间 有 两 个 根 ,它们 对 应 于 球面 上 的 两 个 平行 
贺 , 整 条 轨迹 都 位 于 这 两 个 国之 间 . 

习题 2 在 重力 场 中 质点 沿 着 园 锥 运动 , 国 锥 顶 角 为 2a , 竖 直 放置 ,顶点 向 
下 . 试 积分 该 质点 的 运动 方程. 
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解 : 设 球 坐 标 原点 位 于 圆锥 顶点 , 极 轴 紧 直 向 上 , 则 拉 格 朗 日 函数 为 
ES + 7 9 sin a)— mgrcosa. 
显然 2 是 循环 坐标 ,所 以 广义 动量 
NM。 = mr” osin a. 
守恒 .能 量 为 
。2 2 
E= 一 十 IT + mgrcosa. 


利用 与 习题 1 同样 的 方法 求 出 


| eel 














加 dr 
. ~ | rE- Ug(r) l 


Ug(r)= + mgrcosa. 


条 件 瓦 = U(r) 是 cos0 的 三 次 方程 ( 当 M. 天 0 时 ), 有 两 个 正 根 ,它们 确定 锥 面 
上 的 两 个 水 平 圆 , 整 条 轨迹 都 位 于 这 两 个 圆 之 间 . 

习题 3 试 积 分 平面 摆 的 运动 方程 , 摆 的 悬挂 点 质量 为 mi, 可 以 沿 着 水 平 
方向 运动 ( 见 图 2). 

解 :在 $5 习题 2 中 已 求 出 拉 格 朗 日 函数 。z 是 循环 坐标 ,所 以 广义 动量 
P, 守恒 , 即 系统 的 水 平 动量 守恒 





P,=(mt+m)zi+ ml peosg= const. (1) 
可 以 认为 系统 整体 静止 , 即 const=0, 积 分 方程 (1) 可 得 
(mit az) 过 + mlsing= const, (2) 
这 表示 系统 质心 在 水 平方 向 上 静止 .利用 (1), 能 量 可 以 写成 
m2l? 0 m 
E= 二 (1 )- maleosy. (3) 


由 此 可 得 





1 my m1 十 msin 9 j 
加 1 9 
利用 (2) ,将 mm, 的 坐标 rz; = 工 +1sinp,yz= lcosp 用 g 表示 出 来 ,可 以 求 出 


这 个 质点 的 轨迹 .这 是 水 平 轴 为 Imi/(mi+ m,) 竖 直 轴 为 1 的 椭圆 的 一 部 分 . 当 
mi 一 co 时 ,就 变 为 通常 的 沿 着 一 段 国 缴 运 动 的 单 摆 . 
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$15 开 普 勒 问题 


势能 与 > 成 反比 是 有 心力 场 的 最 重要 情况 ,相应 的 力 与 一 成 反比 .牛顿 引 
力 场 和 库仑 电场 都 属于 这 种 情况 ,第 一 种 是 引力 场 ,第 二 种 可 以 是 引力 场 也 可 以 
是 斥 力 场 . 

我 们 首先 研究 引力 场 , 设 

U= ~ alr, (15.1) 
其 中 a 是 正 数 .“ 等 效 ” 势 能 
a M’ 


Uy 二 一 一 十 
“ff r 2mr’ 


的 曲线 如 图 10 所 示 , 当 r=>0 时 趋 于 + %, 当 rr 一 % 时 从 负 方 向 趋 于 零 , 当 r= 
M?”/ma 时 取 极 小 值 





(15.2) 





2 
( Ur ) wn = 一 了 (15.3) 


由 曲线 显而易见 , 当 玉 >0 时 质点 运动 是 无 限 
的 ,下 <0 时 运动 是 有 限 的 . 

根据 公式 (14.7) 可 得 轨迹 形状 .代入 U = 
一 af/r 并 积分 可 得 


Ue 


一 Mi/r— malM 
P= arccos 于 十 COnst 
2mE+m’ a /M? 


选择 9p 的 起 始 位 置 使 得 const= 0, 并 引 人 和 人 记号 O " 


2 2 
p= ， 6 二 [1+2EM ， (15.4) 
ma ma 


轨迹 方程 可 以 重新 写成 











plr=1+ecosg. (15.5) 
这 是 焦点 位 于 坐标 原点 的 圆锥 曲线 方程 , p 和 e 分 别称 为 轨道 的 参数 和 偏心 率 . 
由 (15.5) 可 以 看 出 ,这 样 选择 p 的 起 始 位 置 ,就 是 使 pg =0 的 点 离 中 心 最 近 ( 称 
该 点 为 轨道 近 心 点 ). 
在 等 价 的 二 体 问题 中 ,两 质点 按 (15.1) 相 互 作用 ,每 个 质点 的 轨道 都 是 圆锥 
曲线 ,其 焦点 位 于 系统 的 公共 质心 处 . 
由 (15.4) 可 知 , 当 EE<0 时 e<1, 即 轨道 为 椭圆 (图 11), 运 动 是 有 限 的 . 根 
据 已 知 的 解析 几何 公式 ,椭圆 的 半 长 轴 和 半 短 轴 为 
__P? ,a pp _. MM 
1~e 2IEl’ VI-e V2mlEl 
能 量 的 最 小 值 对 应 于 (15.3), 这 时 e=0, 即 椭圆 变 为 圆 .需要 指出 ,椭圆 的 


a pb 








(15.6) 


， 36 ， 第 三 章 ”运动 方程 的 积分 














7 


图 11 


半 长 轴 仅 仅 依赖 于 质点 的 能 量 ( 而 与 动量 矩 无 关 ) ,到 场 中 心 ( 李 圆 焦点 ) 的 最 小 
和 最 大 距离 等 于 


7 2 =a(l—-e), > __p =al(l+e). (15.7) 


min 一 Te max 一 工 一 
当然 这 两 个 表达 式 (a 由 (15.6) 确 定 ,e 由 (15.4) 确 定 ) 可 以 直接 从 方程 Us = 瓦 
求 根 得 到 . 
根据 “面积 积分 "形式 (14.3) 的 动量 矩 守恒 ,可 得 质点 沿 着 椭圆 运动 时 间 , 即 
运动 周期 全 .对 时 间 从 零 到 本 积分 这 个 等 式 , 可 得 
2mf= 了 TM ， 
其 中 了 是 轨道 面积 .对 于 椭圆 /= rap ,根据 (15.6) 得 


下 三 2ra 玉 =xa | Er (15.8) 


在 $10 已 经 指出 ,周期 平方 正比 于 轨道 尺寸 立方 . 
还 需 指出 ,周期 仅仅 依赖 于 质点 的 能 量 . 

当 瓦 之 0 时 运动 是 无 限 的 .如 果 瓦 >0 则 偏心 
率 e>1, 即 轨迹 是 绕 过 场 中 心 (焦点 ) 的 双 曲 线 ,如 
图 12 所 示 . 近 心 点 到 中 心 的 距离 

















ram = TE =a(e -1), (15.9) 
其 中 
_ pp _a 
-1 3E 
是 双 曲 线 的 “ 半 轴 ”. 图 12 


在 EE=0 情况 下 偏心 率 。=1, 即 质点 沿 着 近 心 点 距离 为 ru = p/2 的 抛物 
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线 运动 .如 果 质 点 自 无 穷 远 处 从 静止 开始 运动 ,就 会 出 现 这 种 情况 . 
质点 沿 着 轨道 运动 时 ,坐标 对 时 间 的 依赖 关系 可 以 利用 (14.6) 得 到 . 它 可 以 
用 下 面 方式 表示 成 参数 形式 . 
首先 研究 椭圆 轨道 .根据 (15.4) 和 (15.6) 引 入 a 和 e, 公 式 (14.6) 可 以 写成 


| 一 | m | rdr 加 | rdr 
21E! /- RAT 4 Vaze5 (7r 一 a) 











-+TETT 2TEI 
利用 变换 
7 一 Q 三 一 QecosE， 
这 个 积分 写成 


3 3 
t =,|/ ee! — ecosé)dE = /2 (Ee- esin€) + const. 
a a 


选择 时 间 起 点 使 得 const = 0, 最 终 可 得 > 依赖 于 :上 的 参数 方程 : 





3 
ma 


r=a(l—~ecost), = (Eesiné) (15.10) 


(在 上 =0 时 刻 质点 位 于 近 心 点 ). 用 参数 上 还 可 以 表示 出 质点 的 笛 卡 儿 坐 标 z = 
rcosg,y= rsinp(z 轴 和 >y 轴 分 别 沿 着 半 长 轴 和 半 短 轴 ). 由 (15.5) 和 (15.10) 
有 
er=p-r=a(l—-e’)—a(l~ ecosé)=ae(cost ~ e), 
再 利用 y=Vr 一 x 求 出 y. 最 终 可 得 : 
r=a(cosé —e), y=aV1- esing. (15.11) 

沿 着 轨道 运动 一 整 圈 对 应 着 参数 & 从 零 到 2x. 

对 于 双 曲 线 ,完全 类 似 地 计算 可 得 


r=a(ecoshé —-1), t= ma’/a(esinhé — €), 


X=a(e—-coshé), y=a Ve’ ~ 1sinhé, (15.12) 
其 中 参数 上 取 值 范围 从 - co 到 + %. 
下 面 研 究 相 斥 场 中 的 运动 ,势能 为 





U= 二 (15.13) 
(a>0). 这 种 情况 下 , 当 > 从 零 到 时 ,等 效 势 能 
_a AM 
De 


从 + c2 单 调 减少 到 零 .质点 能 量 只 能 是 正 的 ,运动 总 是 无 限 的 .完全 像 上 面 一 样 
计算 可 知 ,轨迹 是 双 曲 线 





， 38 ， 第 三 章 ”运动 方程 的 积 








= -1+ecosg (15.14) 
(p 和 e 由 公式 (15.4) 确 定 ), 如 图 13 所 示 . 近 心 点 距离 为 
rea = i=aletl). (15.15) jy 
轨迹 参数 方程 为 
r=a(ecoshé+1), 1=V ma’/a(esinhé + €), 
X=a(letcoshé), y=aVe -1sinhé. 0 jery) ” 
(15.16) 





在 本 节 的 最 后 我 们 来 证 明 , 在 有 心力 场 U = 
aljr(ea 的 符号 任意 ) 内 的 运动 有 其 特有 的 运动 积 
分 .很 容易 直接 计算 验证 : 图 13 


v X M+ = const, (15.17) 
事实 上 ,上 式 对 时 间 的 全 导数 等 于 


. v 了 “天 
dx M+ or), 


7 
将 M = mr Xxw 代入 后 得 


mr(vw DD) mord) +t eo Tor. 


再 根据 运动 方程 m y= ar/ 可 知 上 面 表达 式 等 于 零 .守恒 矢量 (15.17) 的 方向 
沿 着 半 长 轴 从 焦点 指向 近 心 点 ,其 大 小 等 于 ae. 这 很 容易 通过 计算 该 矢量 在 近 
心 点 的 值 来 验证 . 

需要 着 重 指 出 ,运动 积分 (15.17) 像 积分 M 和 EE 一 样 ,是 质点 状态 (位 置 和 
速度 ) 的 单 值 函数 .在 $50 我 们 将 发 现 ,这 个 附加 的 单 值 积分 的 出 现 与 运动 退化 
有 关 . 


r 


习 题 
习题 1 质点 在 场 U= -a/lr 内 运动 ,能 量 下 =0( 沿 着 抛物 线 运动 ), 试 求 
质点 坐标 对 时 间 的 依赖 关系 . 
解 :对 积分 





做 变换 





8$1S 开 普 勒 问题 39. 





7 
可 得 如 下 参数 方程 : 
r= 有 (+ 六)， = 2 了 (4+ 本) = 和 (1 一 六 )， y=p7. 
参数 1 取 值 范围 为 - co 到 + oo. 
习题 2 质点 在 有 心力 场 U= -号 ,(a>0) 内 运动 , 试 积分 运动 方程 ， 
解 ;按照 公式 (14.6) 和 (14.7) ,对 p 和 t 的 计算 起 点 做 适当 选择 可 得 
a) 当 E>0,2 M 3 >a 时 ， 


1 _/ 2mE Cos 1 Ze 
r RM -2ma 9 Mf 
b) 当 E>0, Mo 时 ， 


1 2mkE sinh 2ma _ 1 
r 2ma— M’ 9 M’ ”， 











M <。 时， 


2m 
l= eol 3 


在 这 三 种 情况 下 都 有 
hEr 一 M+ Q. 


在 情况 b) 和 c), 当 p 一 co 时 ， pe 着 趋向 坐标 原点 的 轨迹 “ 落 向 "中心 .从 给 定 
的 距离 7 开始 的 降落 时 间 等 于 


EN 
习题 3 在 势能 U= 一 af/r 上 增加 一 个 小 量 UU, 有 限 运 动 的 轨迹 变 为 封闭 
的 ,并 且 每 运动 一 园 轨 道 的 近 心 点 都 有 很 小 的 改变 量 8p. 在 下 面 情况 下 求 89: 
a)8U= Br ,bdU= y/r’. 
解 : 当 从 ri 到 rw 再 重新 回 到 rw 时, 角 变化 量 Sop 由 公式 (14.10) 给 出 . 
为 了 避免 虚假 发 散 , 将 公式 (14.10) 政 写成 


9 ("mex RE 
2 天 | \/ 2mE - U) -人 dr 


代入 U= 一 ahr+SU 并 将 被 积 式 按 6U 分 解 , 零 阶 项 为 2r, 一 阶 项 就 是 所 求 的 


c) 当天 <0 
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8p : 








39 = 





m| 2médUdr 9 (等 | 
aM 2 aM 
“2m (E+ 2)-™ 


其 中 对 的 积分 变 为 沿 着 “无 扰 ” 运 动 轨迹 对 gp 的 积分 . 
对 于 情况 a) ,公式 (1) 中 的 积分 是 很 寻常 的 ,得 








~ _2rBm _ _2xp8 
39 M ap 
(pp 是 无 扰 椭 圈 (15.4) 的 参数 ). 在 情况 b) 中 xr?8U=y/r, 由 (15.5) 求 出 1/r 代 
入 (1) 后 可 得 
6raym?’ 6ry 
69 MM 本 ， 








$16 质点 分 型 


利用 动量 守恒 和 能 景 守 恒定 律 可 以 得 到 一 系列 关于 各 种 力学 过 程 特性 的 结 
论 .特别 重要 的 是 ,这些 性 质 完全 不 依赖 于 质点 介 具 体 的 相互 作用 形式 . 

首先 ,我 们 研究 质点 “自动 "(没有 外 力作 用 ) 分 裂 成 两 个 “组 成 部 分 ”的 问题 ， 
分 裂 后 两 个 质点 独立 运动 . 

在 质点 (分 裂 前 ) 静 止 的 参考 系 中 观察 这 个 过 程 是 最 简单 的 .根据 动量 守恒 
定律 ,分裂 后 两 个 质点 的 动量 之 和 仍 为 零 , 即 两 个 质点 的 动量 大 小 相等 方向 相 
反 . 动 量 的 大 小 (po) 可 以 由 能 量 守 恒定 律 
和 + Ean + FL 
确定 ,其 中 m, 和 mx, 是 两 个 质点 的 质量 , Ei, 和 EE, 是 它们 的 内 能 ,而 EF, 是 原 
来 (分 裂 ) 质 点 的 初始 内 能 .用 e 表示 “分 裂 能 ”, 即 


Es = El 十 











e= EE, — Ew, — Ez, (16.1) 

(显然 ,这 个 量 应 该 是 正 的 ,这 样 分 裂 才 可 能 发 生 ). 这 时 有 
:全 + 二 )- 蔓 a 
由 此 确定 po(m 是 两 个 质点 的 折合 质量 ) ,两 个 质点 的 速度 分 别 为 we = polmi 


和 vo 三 pol ma， . 
下 面 我 们 换 一 个 参考 系 , 分 裂 前 质点 以 速度 Y 相对 该 参考 系 运 动 .通常 称 
这 个 参考 系 为 实验 室 参考 系 , 它 不 同 于 总 动量 等 于 零 的 质心 参考 系 . 设 v 和 vo 是 
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分 裂 后 一 个 质点 相对 实验 室 参考 系 和 质心 参考 系 的 速度 . 利用 等 式 w = V 
+ vo 或 者 vw -Y= wo。 可 得 

v + V*—2vVcos0= vw, (16.3) 
其 中 6 是 质点 相对 站 方向 飞 出 的 角度 .这 个 方程 给 出 了 在 实验 室 参 考 系 中 分 裂 
质点 速度 对 飞 出 方向 的 依赖 关系 . 





(a) V< vo (b) p> vo 


图 14 借助 图 解法 给 出 了 这 个 关系 .点 4 距 圆 心 的 距离 为 V ,速度 v 矢量 从 
A 点 指向 半径 为 v。 的 圆周 上 一 点 了 .图 14(a) 和 (b) 分 别 相 应 于 V<v。 和 V> 
vo 的 情况 .第 一 种 情况 下 质点 可 以 任意 角度 9 飞 出 ,第 二 种 情况 下 质点 只 能 向 
前 飞 出 , 飞 出 角度 0 不 超过 下 式 给 出 的 0。.， 


Sin0 = 


vo 
可 (16.4) 
(从 A 作 圆 的 切线 的 方向 ). 

在 实验 室 参 考 系 和 质心 参考 系 中 发出 角 0 和 bu 的 关系 ,显然 也 可 以 由 图 解 
法 给 出 : 


vosinOo 


tang0 = 一 一 一 一 . 
vocosOu 十 V 


(16.5) 
求解 这 个 方程 可 得 


2 
cosgu = -sin’ 0 + cos0 | 1- 1 sin’0. (16.6) 
0 vo 


由 图 14(a) 可 以 看 出 , 当 vo。>V 时 9 和 9。 之 间 的 关系 是 单 值 的 .这 时 在 公 
式 (16.6) 中 根 号 前 面 取 “+ ”号 (使 得 96=0 时 0,=0). 如 果 v。<V,9 和 9。 之 间 
的 关系 不 是 单 值 的 :每 个 9 对 应 两 个 9,( 图 14(b)), 它 们 相应 于 从 圆心 指向 B 或 





@ 确切 地 说 是 半径 为 vo 的 球 ,图 14 上 夯 的 是 该 球 的 直径 截面 . 
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者 C 的 矢量 wv ,也 对 应 于 公式 (16.6) 中 根 号 前 两 个 符号 . 

在 物理 应 用 中 经 常 遇 到 的 分 裂 质 点 不 是 一 个 ,而 是 很 多 个 ,这 就 产生 了 分 询 
的 质点 按 方 向 .能量 等 分 布 的 问题 .这 时 我 们 假设 ,原来 质点 在 空间 中 运动 方向 
是 混沌 的 , 即 在 平均 意义 下 是 各 向 同性 的 . 

在 质心 参考 系 中 这 个 问题 是 很 简单 的 :所 有 (相同 类 型 的 ) 分 裂 质 点 具有 相 
同 的 能 量 ,它们 飞 出 方向 分 布 是 各 向 同性 的 ,这 与 质点 运动 方向 混沌 假设 相关 . 
就 是 说 ,位 于 立体 角 微 元 dO。 中 飞行 的 质点 数 所 占 的 比例 正比 于 该 微 元 的 大 
小 , 即 等 于 dO6o/4x. 代 入 d0u=2rsingodb 后 可 得 按 角 b 的 分 布 : 


地 sin0od0,. (16.7) 


在 实验 室 参 考 系 中 的 分 布 可 以 通过 变换 得 到 .例如 ,我 们 来 确定 在 实验 室 参 

考 系 中 的 动能 分 布 .将 等 式 w = wm。 + 了 平方 得 
v= vo + V+2vo VeosOo, 

由 此 有 
d(w’) 
2voV 
引入 动能 工 = mv /2( 其 中 mm 是 mi 或 者 mm; ,取决 于 我 们 研究 哪 类 分 裂 质点 ) 并 
代入 (16.7) 可 得 


dcosb = 





dT 
2mvo VY 
动能 的 取 值 范围 从 最 小 值 Tao = (mm/2)(u - V)? 到 最 大 值 Ts = (m12) (wo + 
V) .在 这 个 区 段 内 质点 按照 (16.8) 均 匀 分 布 . 

在 质点 分 裂 成 多 于 两 个 部 分 时 ,动量 守恒 和 能 量 守恒 仍然 成 立 , 当然 ,分裂 
质点 的 速度 和 方向 会 有 更 大 的 任意 性 .特别 是 分 型 质点 在 质心 参考 系 中 的 能 量 
不 再 具有 确定 的 值 ,但 是 每 个 分 裂 质点 的 动能 存在 上 限 . 

为 了 确定 这 个 上 限 ,除了 一 个 给 定 质点 (质量 为 m1 ) ,我 们 将 所 有 其 它 质点 
看 作 一 个 系统 ,其 内 能 用 EF 表示 .根据 (16.1) 和 (16.2), 质 点 m 的 动能 等 于 

po _M-mi 
2mi M 
(M 是 原来 质点 的 质量 ). 显然, 当天 "最 小 时 Tio 取 最 大 值 .为 此 ,除了 mi 以 外 
所 有 其 它 分裂 质 点 具有 相同 的 速度 ,那么 EE 就 是 它们 的 内 能 之 和 ,而 E,, 一 
Ei 一 上 就 是 分 裂 能 。. 于 是 有 


(16.8) 


Tio SE (Es,— En, — E,) 








(16.9) 
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习 题 
习题 1 试 求 质 点 分 裂 后 两 个 质点 飞 出 角 0 和 9, 之 间 的 关系 (在 实验 室 
参考 系 中 ). 
解 :在 质心 参考 系 中 两 个 飞 出 角 满 足 关系 0 =r- 0. 将 940 简 记 为 0 ,对 
每 个 分 裂 质点 利用 公式 (16.5) 可 得 
V+ viocosOo = iosingocotbi ， 
V ~ vcosO, = v0 sinOo cotO,. 
应 该 从 这 两 个 等 式 中 消去 90. 为 此 ,首先 从 中 求 出 sing 和 cosg ,然后 代入 
cos 00 + sin 00 二 1. 再 考虑 到 vio/vw = msjmi, 利 用 公式 (16.2) 可 得 
= sin (0 + 0,). 
习题 2 ” 试 求 实验 室 参 考 系 中 分 裂 质 点 的 飞 出 方向 分 布 . 
解 : 当 um> 立 时 将 (16.6) 代 入 (16.7) ,其 中 根 号 前 面 取 正 号 ,可 得 
singd0 > Voosg+ 1+( /oo )cos20 
2 vo V1 (V’/vwi)sin 0 
当 vo < V 时 ,应 该 考虑 9 和 0 的 两 种 可 能 关系 . 当 9 增 大 时 ,与 之 对 应 的 
两 个 9。 中 有 一 个 也 增 大 , 另 一 个 则 减 小 ,因此 应 该 取 (16.6) 中 根 号 前 两 个 符号 
对 应 表达 式 之 差 ( 而 不 是 和 ), 来 计算 dcos0。 .最 后 得 
1+(V’/v?)cos20 
M1-(Vi/v)sing0 
习题 3 试 求 在 实验 室 参 考 系 中 两 个 分 裂 质 点 飞 出 方向 之 间 夹 角 0 的 取 值 
范围 . 
解 : 角 0 是 0 与 0 之 和 (参见 习题 1), 角 0 和 0. 由 公式 (16.5) 确 定 .tanb 
的 计算 非常 简单 .研究 所 得 表达 式 的 极 值 可 以 给 出 9 的 可 能 取 值 范围 ,这 依赖 
于 VV,vio ,vw 的 相对 值 (为 了 确定 性 ,我 们 假设 mo > vio): 
如 果 vio 之 V<vn, 则 0<<0<x， 
如 果 Vvio; 则 x 一 0,<<90<xn， 
如 果 了 >za, 则 0<0<O0, ,其 中 0 满足 


VCoao 十 v20 ) 
V+ Vi0 U20 | 


7722 .2 M1 、2 。 > 
—~sin 0, + 一 Sin 0, —2sinO,sinO,cos(0, + 0,) 
m1 m2 








(0<0<7). 


sinGd0 





(0 入 6 过 0 ). 





sin0,, = 


§17 质点 弹性 碰撞 
如 果 两 个 质点 碰撞 不 改变 它们 的 内 部 状态 , 则 称 为 弹性 碰撞 .对 于 这 样 的 磁 
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撞 应 用 能 量 守 恒定 律 时 不 必 考 虑 内 能 . 

在 质心 参考 系 中 研究 碰撞 最 简单 . 像 上 节 一 样 , 我 们 用 下 标 0 表示 物理 量 在 
这 个 参考 系 中 的 值 .碰撞 前 两 个 质点 在 质心 参考 系 中 的 速度 与 实验 室 参考 系 中 
vt 和 vw， 的 关系 为 


m2 mi 
V0 








vv 
了 721 十 1702 


其 中 =v 1- v,， (参见 (13.2)). 

根据 动量 守恒 定律 ,碰撞 后 两 个 质点 动量 的 大 小 相等 方向 相反 , 文 根 据 能 量 
守恒 定律 ,它们 的 绝对 值 也 不 变 .于 是 ,碰撞 的 结果 是 使 两 个 质点 在 质心 参考 系 
中 的 速度 方向 相反 大 小 不 变 . 如果 用 单位 矢量 m 表示 碰撞 后 质点 m; 速度 方 
向 , 则 两 个 质点 碰撞 后 速度 (用 撤 号 表示 ) 为 


mit+m, 


/ m2 / mi 
vio = vn vx = 一 vno. (17.1) 
10 mi Fm 0， 20 mi tm 0 


为 了 变换 到 实验 室 参考 系 ,需要 在 这 些 表达 式 中 增加 质心 速度 了. 于 是 ,两 
个 质点 在 实验 室 参考 系 中 的 碰撞 后 速度 为 











p= m2» Li mi vt m, 人 2 v=- m nh mi vit m, vv 
10 m+m, 0 mt+m, 2 717 1 十 0 mi+m, 
(17.2) 


利用 动量 和 能 量 守 恒定 律 只 能 得 到 这 些 关 于 碰撞 的 结论 .矢量 nm 的 方向 
与 质点 之 间 相 互 作 用 规律 以 及 碰撞 时 的 相互 位 置 有 关 . 

对 于 上 述 结 果 可 以 给 出 几何 解释 ,为 此 将 速度 变 为 动量 会 更 加 方便 .将 等 式 
(17.2) 分 别 乘 以 m, 和 m, 可 得 


mi 2 








Pio = mvno 十 mr tm Pt Pp2), pz = 一 mvnot+ mt m; (Pt Pp2)- 
(17.3) 
(m= 是 折合 质量 ). 如 图 15 所 示 , 作 半径 为 mw 的 圆 . 如果 单位 矢量 


mi+m, 
no 沿 着 OC , 则 矢量 AC 和 CB 分 别 给 出 动量 pi 和 pi .在 给 
定 pi 和 ps 时 , 圆 的 半径 不 变 ,A 和 B 点 的 位 置 也 不 变 ,而 
C 点 可 以 位 于 圆周 上 任何 位 置 . 


OC=mow, 
AG 2 uP1t pa) 
mitm2 “ 





一 一 > 十 
BP p2) 图 15 


mit+m, 
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AB= pp » 
AO/OB= mi/m, 

我 们 研究 碰撞 前 有 一 个 质点 ( 设 为 m; ) 静 止 的 情况 . 这 种 情况 下 OB = 
二 访 的 长 度 与 半径 相等 , 即 B 点 在 圆周 上 .矢量 4 让 等 于 磁 擅 前 第 一 个 质 
点 的 动量 Pi .点 A 位 于 圆 内 ( 当 mi < ms 时 ) 或 者 圆 外 ( 当 mw, > mm; 时 ) .相应 
的 情况 如 图 16(a) 和 (b) 所 示 .图 中 的 0, 和 0, 是 碰撞 后 质点 偏离 撞击 方向 ( 忆 
方向 ) 的 角度 .图 中 圆心 角 X( 给 出 ms 的 方向 ) 是 第 一 个 质点 在 质心 参考 系 中 的 
偏转 角 . 由 图 中 可 见 , 角 9, 和 9, 可 以 用 X 表示 出 来 





m2 sinX 工 一 大 














tan0i = 一 一 一 一 一 ， 0 = (17.4) 
四 mit m,cosX 。 2 
(a)mi < m, (b)mi> m, 
图 16 
我 们 还 可 以 用 X 写 出 碰撞 后 两 个 质点 的 速度 的 绝对 值 : 

3 2 

,Vm +t m2 +2m, mcosx ， 2miv . 

v1 二 ， V2 二 sin 少 - (17.5) 


b+ 9, 是 碰撞 后 质点 飞 出 方向 之 间 的 夹 角 .显然 , 当 m<m; 时 9.+0,> 
r/2, 当 mi; > 时 0+0<r/2. 

碰撞 后 两 个 质点 沿 着 一 条 直线 运动 的 情况 ( 正 碰撞 ) 相 应 于 XY=r, 即 C 点 
或 者 位 于 直径 上 并 在 A 点 左边 (图 16(a) ,这 时 pi 和 ps 相互 反 向 ) ,或 者 位 于 
A 和 OO 之 间 ( 图 16(b), 这 时 pi 和 ps 的 方向 相同 ). 








这 种 情况 下 碰 挤 后 质点 速度 等 于 

0 (17.6) 
这 时 取 最 大 可 能 值 ,原来 静止 的 质点 碰撞 后 获得 最 大 能 量 等 于 

Eo = 2 me A,, (17.7) 





2 (mtm,) 
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m 


其 中 E, = 一 和 + 是 原来 运动 质点 的 初始 能 量 . 


当 mi < ms 时 ,碰撞 后 第 一 个 质点 的 速度 可 以 沿 这 任意 方向 . 如果 mi > 
m2 , 则 偏 角 不 能 超过 某 个 最 大 值 ,这 个 最 大 值 相 应 于 使 AC 与 圆 相 切 的 C 点 
(图 16(b)) .显然 ,sing = OC/OA ,或 者 





Sin Oimex 一 二 (17.8) 


两 个 质量 相同 的 质点 (一 个 初始 静止 ) 的 碰撞 
特别 简单 .这 种 情况 下 A 点 和 B 点 都 位 于 圆周 上 14 
(图 17). 这 时 有 








XX -TX 
9 = 分 ， 的 = 一 全， (17.9) 
v1 二 vcos 务 ， v2 = usin 条， (17.10) 图 17 
可 见 ,碰撞 后 两 个 质点 飞 出 方向 相互 垂直 . 
习 题 


习题 运动 质点 m， 和 静止 质点 mm 发 生 碰撞 ,试用 实验 室 参 考 系 中 的 人 入 
角 表 示 两 个 质点 碰 擅 后 速度 . 


解 :由 图 16 有 p;=2OBecos0, 或 者 v5 =2v -cos9,. 对 于 动量 p'=AC 有 
2 








方程 
DC = AO’ + p? ~2AO'.: picosO 
或 者 
(于 2m ZicosO, + ! ”2-0 
v m2 VU 1 十 712 
由 此 得 
v1 m 1 - 
二 = m1 二 cosb 土 mi t mY m2 一 m1 sin” 0 
( 当 m1 >>m, 时 根 号 可 以 取 两 个 值 , 当 mi >m, 时 根 号 只 能 取 正 号 ). 
$ 18 ”质点 散射 


上 一 节 已 经 指出 ,要 完全 确定 两 个 质点 的 碰撞 结果 ,必须 求解 记 及 质点 相互 
作用 具体 规律 的 运动 方程 . 

首先 ,我 们 按照 一 般 法 则 来 研究 一 个 等 效 的 问题 ,这 是 一 个 质量 为 m 的 质 
点 在 固定 中 心 (位 于 质心 ) 的 力 场 U(r) 中 偏转 问题 . 
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在 $14 已 经 指出 ,质点 在 有 心力 场 中 的 轨迹 ,相对 过 近 心 点 的 直线 (图 18 
上 的 O04 ) 对 称 .所 以 ,轨迹 的 两 条 渐 近 线 与 该 直线 的 夹 角 相同 .如果 记 该 角 为 
9o, 则 由 图 可 见 , 质 点 飞 过 中 心 附近 产生 的 偏转 角 X 等 于 

X=|r-22|. (18.1) 





图 18 


根据 (14.7) ,确定 w 的 积分 是 从 轨迹 近 心 点 到 无 穷 远 : 
(Mi/r’)dr 
人 | V2m[E — U(r)]— M21r2 
需要 注意 ,rw 是 上 式 根 号 内 表达 式 的 根 . 
在 所 讨论 的 无 限 运动 情况 下 ,引入 质点 在 无 穷 远 处 速度 w< 和 瞄准 距离 p 
来 代替 常数 玉 和 M .瞄准 距离 是 指 中心 到 v。 的 垂直 距离 , 即 不 存在 力 场 情况 下 
质点 飞 过 中 心 时 的 距离 (图 18) .能 量 和 动量 矩 可 表示 为 


(18.2) 











2 
E=™, M=mpvs, (18.3) 
而 公式 (18.2) 变 为 
” (plr’)dr 
= . (18.4) 
六 | VT pl/r -2U/muo, 


由 方程 (18.1) 和 (18.4) 可 以 求 出 xX 对 po 的 依赖 关系 . 
在 物理 应 用 中 经 常 遇 到 的 不 是 一 个 质点 的 偏转 问题 ,而 是 以 相同 速度 w。 飞 
过 散射 中 心 的 质点 束 的 散射 .不 同 的 质点 有 不 同 的 瞄准 距离 ,因此 以 不 同 的 角度 
X 散射. 我们 用 dN 表示 单位 时 间 内 偏转 角 在 X 和 XX + dX 之 间 的 散射 质点 数 . 
因为 这 个 数 依赖 于 (正比 于 ) 质 点 束 的 密度 , 它 对 于 刻画 散射 过 程 并 不 方便 .所 以 
我 们 引入 
do=dN/n, (18.5) 
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其 中 ”是 单位 时 间 内 通过 质点 束 横 截面 单位 面积 的 质点 数 ( 当 然 ,我 们 假设 质 
点 束 在 横 截 面 上 是 均匀 的 ) .这 个 量 的 单位 是 面积 单位 , 称 为 散射 等 效 截面 . 它 完 
全 由 散射 场 的 形式 决定 ,是 描述 散射 过 程 的 重要 物理 量 . 

如 果 散 射 角 是 瞄准 距离 的 单调 递减 函数 , 则 XxX 和 po 是 一 一 对 应 的 .这 种 情 
况 下 ,在 XxX 和 XX+dx 之 间 的 散射 质点 ,其 瞄准 距离 在 确定 的 。 和 p+ dp 之 间 . 
这 样 的 质点 数 等 于 乘 以 内 外 径 为 p 和 p+dp 圆 环 的 面积 , 即 d N = 2rpdp: 
2 .由 此 可 得 等 效 截面 

do =2rpodp. (18.6) 

为 了 求 得 等 效 截 面 对 散射 角 的 依赖 关系 ,将 上 式 改写 成 


_ dp(X) 
do=2 一 一 一 -| dX. . 
o mp 人 | gx | x (18.7) 


这 里 我 们 加 上 绝对 值 符号 是 因为 dp/dX 可 能 取 负 值 D .通常 do 不 是 对 应 平面 
角 微 元 dx ,而 是 空间 角 微 元 do. 在 X 和 X+dx 之 间 的 角 微 元 为 do = 
2xsinXdX. 由 (18.7) 有 


dr-2(CX) de 
sinX | dX 
我 们 回 到 实际 物理 问题 ,质点 束 散射 不 是 发 生 在 不 动 有 心力 场 中 ,而 是 发 生 
在 其 它 初始 静止 的 质点 附近 .公式 (18.7) 给 出 了 质心 参考 系 中 等 效 截面 对 散射 
角 的 依赖 关系 .为 了 得 到 实验 室 参考 系 中 等 效 截面 对 散射 角 的 依赖 关系 ,需要 用 
公式 (17.4), 将 xX 用 9 表示 出 来 .这 样 可 以 得 到 质点 束 散 射 截 面 的 表达 式 ( 用 
0 表示 xX) 和 初始 静止 质点 的 表达 式 (用 9, 表示 X). 
习 题 
习题 1 试 求 质点 在 半径 为 a 的 刚性 球 上 散射 的 等 将 截面 ( 即 作 用 规律 是 
当 r<a 时 U=c, 当 r>a 时 U=0). 


解 : 质 点 在 球 外 自由 运动 ,又 不 可 能 进入 球 内 ,因此 质点 的 轨迹 由 两 条 直线 
组 成 ,这 两 条 直线 相对 过 其 交点 的 半径 对 称 ( 图 19). 由 图 可 见 ， 


do . (18.8) 











p= asingo= asin “F<= QCcos 务 . 
代入 公式 (18.7) 或 (18.8) 可 得 
2 2 
do = 3-sinXdx = 人 do， (1) 





(DD ”如果 函 数 p(X) 是 多 值 的 , 则 显然 需要 对 该 函数 的 各 个 分 支 表 达 式 求 和 . 
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即 在 质心 参考 系 中 散射 各 向 同性 .积分 可 得 ,全 截面 c = xa? 就 是 球 的 截面 面 
积 , 这 相应 于 瞄准 面积 , 即 必须 击 中 这 个 面积 才能 发 生 散 射 . 





图 19 


为 了 转换 到 实验 室 参 考 系 中 ,要 根据 (17.4) 用 0, 表示 xX. 计算 完全 与 $16 
习题 2 类 似 ( 因 为 (17.4) 与 (16.5) 在 形式 上 是 相同 的 ). 当 mj<<m, 时 (m, 是 质 
点 的 质量 , ms 是 球 的 质量 ) ,可 得 
a [> ai 1+ (mi/m?)cos20, 
do = 寺 2 0 十 TD 
(dol =2rsin0d0 ) .如 果 mm < , 则 
a 1+(7zzt/zaz)cos20， 

2 V1- (mi/mi?)sin’ 0， 








01 








doi = 
当 mi=m, 时 ,有 
do =a’ |cosO |doi, 
这 也 可 以 直接 将 X=26, 代入 (1) 得 到 (根据 (17.9)). 
对 于 初始 静止 的 球 总 是 有 X=" 一 29, , 代 和 人 (1) 可 得 


dos = a’ |cos0, | do,. 
习题 2 在 同样 情况 下 , 试 将 等 效 截 面 表 示 为 散射 质点 损失 能 量 。 的 函数 . 
解 :m, 损失 的 能 量 等 于 mm, 获得 的 能 量 .根据 (17.5) 和 (17.7) 有 


2m? m, vy 
(mi + m2)” 


ee 二 EF; 





2 sin? 务 = Enax Sin 亏 ， 
由 此 可 得 

de 二 于 eusinXdX ， 
再 代入 习题 1 的 (1) 可 得 


2 de 
QQ 
号 


do=x 
max 
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在 se 从 零 到 es， 区 间 内 散射 质点 分 布 是 均匀 的 . 
习题 3 在 场 U 一 r+ "内 散射 的 等 效 截面 对 速度 vw, 依赖 关系 是 什么 ? 
解 :根据 (10.3) ,如 果 势 能 是 &= -nn 阶 齐 次 函数 , 则 对 于 类 似 的 轨迹 ,jp 一 
v "或 者 
p= vi" f(x) 
(对 于 类 似 的 轨迹 ,偏转 角 X 都 相同 ) .代入 (18.6) 得 
dc 一 ay"do. 
习题 4 试 求 “ 落 "向 场 U= -alj/ 斑 中 心 质点 的 等 效 堆 面 . 
解 :满足 条 件 2a > mp vi 的 质点 才能 “ 落 ”" 向 中 心 (参见 (14.11)), 即 瞄准 


距离 不 大 于 pw 二 VY 2ajmvi .所 以 有 

















02 二 区 2 _ 2ra 
Cmax mv 
习题 5 局 上 题 , 但 U= 一 afr(n>2,a>0). 
解 :等 效 势 能 
2 
Ur = I 了 一 二 Ce 
27 r 
依赖 于 r 的 关系 如 图 20 所 示 , 其 最 大 值 为 v, 
加 2 2 过 
(UU = 7 2= ) ” 
na 
落 向 场 中 心 的 质点 满足 U6 之 忆 . 由 U6 二 羽 求 出 
pmax 后 ,可 得 * 
_ Zn 
gs=nxn(n—2) 人 乞 . 图 20 


习题 6 质点 (质量 为 m1 ) 落 向 球体 (质量 为 m, ,半径 为 RR) 表面 ,它们 之 间 
的 引力 符合 牛顿 定律 , 试 求 等 效 截 面 . 

解 : 落 到 球面 上 的 条 件 是 rr， 所 尺 , 其 中 rr 是 质点 轨迹 上 离 球 心 最 近 的 点 . 
0 的 最 大 可 能 值 由 条 件 ri, = 民 确定 ,这 归结 为 求解 方程 Uu(R)= 下 或 者 


2 2 2 
PLL VU oo Omax Qa Dii Uw 


2R” R 2 
并 且 a= Ymimz(Y 是 引力 常数 ), 我 们 认为 ms, 污 m1, 假设 mmi. 从 上 面 方 
程 中 求 得 pnw ,进而 可 得 








2 
=xR 1+ Re |- 


Uw 


当 vs。 下 00 时 ,自然 地 ,等 效 截面 就 趋向 于 球 的 几何 截面 . 
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习题 7 根据 给 定 的 等 效 截 面 对 给 定 能 量 下 的 依赖 关系 , 试 求 散射 场 的 形 
式 U(r) .假设 U(r) 是 7 的 单调 减 小 函数 (吸引 场 ) ,并 且 U(0)>E,U(w%)=0 
(O.B. 飞 尔 萨 夫 ,1953). 

解 :对 散射 角 X 积分 


dc 
-一 dX = (1 
| dx rp ) 


给 出 瞄准 距离 的 平方 ,因此 ,函数 p(X)( 以 及 X(p)) 也 可 以 看 作 是 已 知 的 . 


引入 记号 
1 1 U 
5 三 本， 7 w= 1- 去 : (2) 


公式 (18.1) 和 (18.2) 可 写成 
TT 





#2 ds , (3) 


其 中 so。 是 方程 
xw’ (so)— st=0 
的 根 . 
方程 (3) 是 函数 w(s) 的 积分 方程 ,可 以 用 类 似 于 人 12 中 的 方法 求解 .将 方 
可 (3) 表 池 除 以 Ve“ 王 , 杖 后 对 XT 从 零 到 a 积分 


一 y(x) (x) dsdz 
| 4 A =- V (xzw —s )(a— xz) 


= | dzds 加 [六 ds 
二 -| nT 9 
9 zo) VY (rw — s*)(a— x) ow 
或 者 ,将 等 式 左边 分 部 积分 ， 
a sa (oa) 
-| Va -zdz = |, ds 
0 zt 0 


了 
将 得 到 的 关系 式 对 a 求 导 ,再 将 so(a) 简 记 为 ,并 相应 地 将 a 替换 为 s/w ,可 
得 

















sw ’ 
-xdlnw:= d( 癌 | X rd 
TO 0 ss 
一 二 一 并 
TY 


这 个 方程 可 以 直接 积分 ,并 且 应 该 改变 右边 对 x 和 s/w 的 积分 顺序 .考虑 到 ;一 
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0( 即 > 一 co) 时 四 =1( 即 UL=0), 变 换 回 原始 变量 r 和 po, 最 终 得 (两 个 等 价 形 
式 ) 
1 人 dX ir (Co)dp 
w = exp( | arcosh 2 ao)= em| | (4) 
对 所 有 的 -> run， 即 具有 给 定 能 量 巨 的 质点 发 生 散 射 的 可 能 区 域内 ,这 个 公式 
确定 了 隐 函 数 w(r)( 进 而 确定 U(r)). 


$19 卢 瑟 福 公 式 


前 面 所 得 公式 的 一 个 重要 应 用 就 是 带电 粒子 在 库仑 场 中 的 散射 . 
在 公式 (18.4) 中 令 U= afr 并 积分 得 





Po = arccos 





由 此 得 


2 2 
O 二 一 tan Po， 
Mm Uw 


或 者 ,根据 (18.1), 引 入 po = (x 一 X)/2, 得 
p= ror 孝 . (19.1) 
将 该 等 式 对 X 求 导 并 代 和 人 (18.7) 或 者 (18.8) ,得 


2 ) 2 dx 
机 si 地) 





do=a( (19.2) 
或 者 
a ? do 

do = | 三】 一 一 一 . (19.3) 
(zr ) sin4 ( 却 ) 
这 就 是 卢 瑟 福 公 式 . 需 要 指出 的 是 ,等 效 截面 不 依赖 于 a 的 符号 ,所 得 的 结果 对 
于 库仑 引力 和 斥 力 场 都 是 一 样 的 . 

公式 (19.3) 给 出 碰撞 质点 的 质心 参考 系 中 的 等 效 截面 .利用 公式 (17.4) 可 
以 变换 到 实验 室 参 考 系 中 .对 于 初始 静止 的 质点 ,将 X=r-26 代 人 公式 
〈19.2) ,可 得 





2 2 
do, =2x 人 “| sing, db ={ 2 ) _do (19 .4) 


3 2 2 3 
cos 0, MmUuw | cos 0, 
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对 于 入 射 质 点 ,这 个 变换 在 一 般 情 况 下 非常 复杂 .我 们 只 给 出 两 种 特殊 情 





况 ， 
如 果 散 射 质点 的 质量 %, 远大 于 被 散射 质点 的 质量 mm , 则 Xsb ,mx 
mn,, 故 
a \? doi | 
do=( 答 | Sa C0) (19.5) 


其 中 开 , = m1v%/2 是 入 射 质 点 的 能 量 
如 果 两 个 质点 的 质量 相等 (mi = ms ,m= zai1/2), 则 根据 (17.9),X =20，， 
代入 (19.2) 得 





a \” cosO _ /a \ cosO 
do 全) 各 = 站) 六 do (19.6) 


， 如 果 两 个 质点 不 仅 质 量 相 等 ， 而 且 是 完全 相同 的 质点 , 则 散射 后 区 分 原来 运 
动 质点 和 原来 静止 质点 就 没有 意义 了 .将 dc, 和 dos 相 加 并 将 0, 和 60, 统一 写 
成 9, 可 得 对 所 有 质点 都 相同 的 等 效 截面 : 


a 1 1 
do = (E ) ( -十 一 于 jeeseao. (19.7) 
1 


sn0 cos 0 
我 们 重新 回 到 一 般 公 式 (19.2) ,并 利用 它 确 定 散射 质点 按 其 损失 能 量 的 分 
布 .对 于 任意 散射 质点 质量 (xm,) 和 被 散射 质点 质量 (mm, ) ,散射 质点 所 获得 的 速 
度 在 质心 参考 系 中 用 散射 角 表 示 为 





2mi 











V2 二 轴 二 训 ， Vw SIN 和 
(参见 (17.5)). 相 应 地 ,这 个 质点 获得 的 能 量 就 是 质点 m, 损失 的 能 量 ,等 于 
e a -2 到 v2 sin2 务 
由 此 将 sin(x/2) 用 e 表示 并 代入 (19.2) ,得 
do =2x 元 ey oF, (19.8) 


这 个 公式 确定 了 等 效 截面 对 损失 能 量 se 的 依赖 关系 ,损失 能 量 的 取 值 范围 从 零 . 


到 ee =2m’ /7 
习 题 


习题 1 试 求 在 场 U= a/r’*(a>0) 中 散射 等 效 截 面 . 
解 :偏转 角 : 





+= |! | 
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等 效 截 面 
_2ma 工 一 X do 
mu,, x (2xr—x) sinx 
习题 2 试 求 被 半径 为 a 深度 为 Uu 的 球形 势能 阱 ( 即 当 xr>a 时 U=0, 当 
r<a 时 U= 一 U,) 散 射 的 等 效 截 面 . 
解 : 质 点 进入 和 离开 势 能 阱 时 ,其 直线 轨迹 被 “折射 ". 根 据 §7 习 题 ,入 射 角 
a 和 折射 角 B( 图 21) 的 关系 为 、 


do 





sina _ 





n, n= /于 十 





sinp mv 





人 篇 转角 X =2(w - B). 所 以 有 
sin(a — X/2) 
Sinaw 


从 该 方程 中 消去 w ,由 图 显然 有 


三 CoSs 务 — cotasin 务 二 


3 | 一 


asina=p 


可 得 p 和 X 的 关系 如 下 : 


n’ sin’ (去 ) 
7 十 -2ncos{ 才 | 


最 后 ,对 这 个 等 式 求 微分 可 得 等 效 截 面 


jo zn? [acos( 郑 )-1][w-cos( 闻 )] 
dcos (六 [it 2ncos( 郑 )] 
角 X 取 值 范围 从 零 ( 当 p=0 时 ) 到 下 式 确定 的 Xmx( 当 p=a 时 ); 


cos( 寻 = 地 


n 


2 2 


p=a 








do. 


在 锥 X< Xmx 内 全 部 角度 对 o 积分 可 得 全 等 效 截 面 , 显 然 ,就 等 于 几何 截面 ra? . 
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§ 20 小 角度 散射 
如 果 所 研究 散射 的 瞄准 距离 很 大 , 场 U 很 弱 使 得 偏转 角 很 小 , 则 等 效 截 面 
的 计算 非常 简单 .这 时 可 以 直接 在 实验 室 参考 系 中 计算 ,不 必 引 入 质心 参考 系 . 
我 们 取 z 轴 沿 着 散射 质点 (质量 为 mm, ) 初 始 动量 的 方向 ,而 zy 平面 为 散射 
平面 :用 pi 表示 散射 后 质点 的 动量 ,显然 有 


对 于 小 偏转 角 ,可 以 近似 地 用 6, 代替 sin9, ,在 分 母 中 将 pi 代 以 初始 动量 p = 
zz ua : 

0 sb/ 人 Czaivu ) (20.1) 
由 于 p, = 已, , 故 y 轴 方 向 动量 增 量 为 

p= | Pdt (20.2) 
这 时 , 力 





> “dy dray dy 
因为 积分 (20.2) 已 经 包含 小 量 U, 所 以 计算 中 可 以 近似 地 认为 ,质点 没有 
偏离 初始 路 径 , 即 质点 等 速 (速度 为 w。 ) 直 线 ( 沿 着 直线 y = p) 运 动 .相应 地 ,在 
(20.2) 中 假设 








F,=-dU 2 d= 

dr > Uo 
可 得 

+ __ oe[ dU dz 

Pi, £2|. dr 7 


我 们 将 对 z 的 积分 变换 为 对 x 的 积分 .由 于 对 直线 轨迹 有 r ?= x ?+ y, 故 
当 z 从 一 % 变 到 + ce 时 ,r 从 % 变 到 p 再 变 回 到 co .所 以 对 z 的 积分 变 为 两 倍 
的 对 rx 从 po 到 co 的 积分 ,并 且 dz 变 为 
rdr 
最 后 得 散射 角 (20.1) 的 表达 式 如 下 :C 


dz 二 








@ 如 果 在 质心 参考 系 中 推导 , 则 我 们 会 得 到 对 于 X 的 同样 表达 式 , 但 要 将 mi 代 以 m. 这 是 因为 ， 
根据 (17.4) ,小 角度 6 和 X 应 满足 关系 : 


01= ze2X 
7221 十 22 
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。S7 . 
2p (~ dU dr 
oO; 7 . (20.3) 
元 |, dr V -pp 
式 给 定 小 偏转 角 情 况 下 9, 对 p 的 依赖 关系 .散射 等 效 截 面 ( 在 实验 室 参考 系 
中 ) 的 公式 类 似 于 (18.8)( 用 2, 代替 XxX), 并 且 将 sin9, 代 以 6 











dp 2(0) 
do= dg 页 do， (20.4) 
习 题 


习题 1 试 从 公式 (18.4) 推 导 公式 (20.3). 


解 :为 了 避免 下 面 推导 中 出 现 伪 发 散 积 分 ,将 公式 (18.4) 写 成 下 面 形式 


= J1- 2 2U 
Po -| rr mv Tdr, 


这 里 我 们 将 很 大 的 有 限量 民 作为 积 分 上 限 ,是 想 以 后 令 尺 一 co .由 于 U 很 小 ， 
我 们 将 根 号 按 UU 的 惫 次 展开 ,用 o 近似 代替 > 





R pdr 十 ar™ U(r)dr 
| 2 元 | 2 
“rm 11-2 ‘mvs ,1 
r rr 
取 极 限 R 一 后 ,第 一 个 积分 等 于 x/2. 对 第 二 个 积分 进行 变换 ,可 得 表达 式 
3 oo /2 2 
op 





20 rdU dr 
mvusJ, dr 3 7 


六 一 
习题 2 试 求 在 场 U= a/r"(n>0) 内 小 角度 散射 的 等 效 截面 . 
解 :根据 (20.3) 有 








2 
M1 VU 


0 = 20an [~ dr 
1 po patl 2 
r r e 
Pp /r = ,代入 积分 后 得 昌 -- 欧 拉 积分 ,可 由 械 通 数 表 示 为 


r(2 
0 = Dayx 2 ) 
1 一 四 


2 n 

mivop p/n 
| "(3) 
由 此 用 0, 表示 p 并 代入 (20.4) 得 





1 


) 2f 
Qa 一 
7 Oi 20+1) qo, 
n n mi vw 
2 





do = 
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§ 21 一 维 自 由 振动 
在 稳定 平衡 位 置 附近 运动 是 力学 系统 的 一 种 非常 普遍 的 运动 类 型 , 称 为 微 
振动 .我 们 从 最 简单 的 情况 开始 研究 这 种 运动 , 即 系统 只 有 一 个 自由 度 ， 
稳定 平衡 位 置 是 指 势 能 取 极 小 值 的 位 置 ,偏离 该 位 置 会 导致 产生 力 - dU/ 
dg ,从 而 使 系统 返回 平衡 位 置 .我 们 用 gq。 表示 其 相应 的 广义 坐标 值 .在 偏离 平 
衡 位 置 很 小 的 情况 下 ,在 U(g) 一 U(go) 按 g - qo 展开 的 表达 式 中 保留 第 一 个 
非 零 项 就 足够 了 .一 般 情况 下 这 是 二 阶 项 
U(g)- U(g)~E (9 -go), 
其 中 & 为 正 数 (是 二 阶 导 数 U“(g) 在 g= go 处 的 值 ). 今 后 我 们 从 势能 的 最 小 值 
开始 计算 势能 ( 即 假设 U(wo) = 0) ,并 引入 记号 
X=g~ go , (21.1) 
表示 偏离 平衡 位 置 的 坐标 .于 是 有 
U(z)= 刀 -. (21.2) 
单 自 由 度 系统 的 动能 一 般 可 以 写成 
方 a(q) 闻 = 地 a(g) 放 7 
在 同样 的 近似 下 函数 a(g) 可 以 用 它 在 g = go 处 的 值 代替 .引入 记号 





Q 需要 强调 的 是 ,只 有 当 x 是 笛 卡 儿 坐 标 时 m 才 是 质量 . 
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a(go)=m, 
最 后 可 得 一 维 振动 系统 由 的 拉 格 朗 日 函数 表达 式 如 下 : 
[= 开关 -好 (21.3) 
相应 的 运动 方程 为 
mit+kr=0, (21.4) 
或 者 
T+w r=0, (21.5) 
这 里 引入 了 记号 
w= Ekim. (21.6) 
线性 微分 方程 (21.5) 的 两 个 线性 无 关 的 解 为 :coswt 和 sinwz ,因此 方程 的 通 解 为 
T= cicoswt + czsincut . (21.7) 
这 个 表达 式 可 以 写成 
X=acos(wt+a). (21.8) 


因为 cos( wi + ca ) = coswtcosa sinwtsina ,比较 (21.7) 可 得 任意 常数 a 和 a 与 常 
数 Cl 和 C2 的 关系 : 


a=V cit+ci, tang= 一 cajci. (21.9) 
， 于 是 ,系统 在 稳定 平衡 位 置 附近 的 运动 是 简 谐振 动 . (21.8) 中 周期 因子 前 面 
的 系数 a 称 为 振幅 ,而 余弦 辐 角 称 为 振动 的 相位 ,a 是 相位 的 初始 值 ,显然 依赖 
于 初始 时 间 的 选择 .物理 量 w 称 为 振动 的 循环 频率 ,或 者 简称 频率 ,今后 我 们 就 
用 这 个 简称 . 
频率 是 振动 的 基本 特征 量 ,不 依赖 于 运动 初始 条 件 .根据 公式 (21.6) , 它 完 
全 由 力学 系统 本 身 的 性 质 决定 .但 是 应 该 指出 ,这 个 特点 与 小 幅 振动 假设 相关 ， 
对 于 大 幅 振动 不 成 立 . 从 数学 角度 看 , 它 与 势能 是 坐标 的 二 次 函数 有 关 .@ 
微 振 动 系统 的 能 量 为 
天 元 


2 kr m,., 2 2 
十 < 一 全 (2 十 
2 2 F(T w x ), 


或 者 ,将 (21.8) 代 和 人 此 式 得 





已 = 于 mozat. (21.10) 
这 与 振幅 平方 成 正比 . 





QD ”这样 的 系统 常 称 为 一 维 振 子 . 
@@ 因此 ,如 果 函 数 U(z) 在 z=0 处 取 数 量 级 更 高 的 极 小 值 , 即 Ucc x* ,n>2( 参 见 § 11 的 习题 
2a) , 则 没有 这 个 性 质 . 
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振动 系统 坐标 对 时 间 的 依赖 关系 经 常 写成 复数 表达 式 的 实 部 形式 : 
z=RelAe”|, (21.11) 
其 中 A 是 复 常数 ,写成 下 面 形式 : 
A=ae", (21.12) 
则 我 们 又 回 到 (21.8) 式 了 .常数 A 称 为 复 振幅 , 它 的 模 就 是 通常 的 振幅 ,而 辐 角 
就 是 初始 相位 . 
在 数学 上 ,指数 函数 运算 比 三 角 函 数 运算 简单 ,因为 指数 函数 的 微分 不 改变 
形式 . 当 我 们 进行 线性 运算 时 (加 法 . 数 碰 .微分 和 积分 ) ,一 般 可 以 不 写 出 取 实 部 
的 记号 ,只 需 对 最 后 的 计算 结果 取 实 部 . 





习 题 
习题 1 试用 坐标 和 速度 的 初始 值 zx。 和 u 表示 振幅 和 初始 相位 . 
答 ; 
vi v 
Q 三 Xl 十 一， tana = ——. 
w WXo 


习题 2 试 求 由 不 同 同位 素 原子 组 成 的 两 个 双 原 子 分 子 的 振动 频率 和 ww 
之 间 的 关系 ,假设 原子 的 质量 分 别 等 于 mi ,ma 和 m1,m’. 
解 : 因 为 同位 素 原子 相互 作用 的 形式 相同 , 故 有 = 有 '. 在 分 子 动能 中 起 系数 
m 作用 的 是 折合 质量 .根据 (21.6) 有 


/es + p22) 








w mim(mit+m,) 


习题 3 设 质量 为 m 的 质点 沿 着 直线 运动 , 弹 算 一 端 连 在 质点 上 , 另 一 端 
固定 于 A 点 (图 22):A 点 到 直线 的 距离 为 1, 弹 赞 长 度 为 ! 时 受 力 为 下 , 试 求 振 
动 频 举 . 

解 : 弹 簧 势能 等 于 力 正 乘 以 弹簧 伸 长 量 8/ 
(精确 到 更 高 阶 小 量 ). 当 z< 慷 ! 时 ,有 

3871=V I +zr lo xz21(21)， 
因此 ,U= Fx /(27). 因 为 动能 为 m /2, 故 


ml 
习题 4 同上 题 ,质量 为 m 的 质点 活着 半径 
为 > 的 圆 运动 (图 23). 
解 :在 这 种 情况 下 ,弹簧 伸 长 量 为 (在 p< 切 1 图 22 
时 ) 
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S81l=Vrit+(l+t+r) -2r(1+ oosp -I~ gp. 


动能 为 = (1/2)mr” 9*. 由 此 得 频率 : 








_ /F(r+/) 
2 rim 
习题 5 ” 试 求 图 2 的 单 摆 的 频率 ,悬挂 点 (质量 为 m1) 
可 沿 着 水 平方 向 运动 . 
解 : 当 p<1 时 ,由 $14 所 得 公式 有 
T= mim2l” 2 _ m2gl 2 
Bm + ma) ， 2 、 


由 此 得 





| gmit ma) 
w= 
mil 


习题 6 设 质点 沿 着 某 曲 线 ( 在 重力 场 中 ) 振 动 的 频率 不 依赖 于 振幅 , 试 求 
该 曲线 的 现状 . 
解 : 如 果 质 点 沿 着 曲线 运动 的 势能 为 U= ls"/2 ,其 中 s 为 从 平衡 位 置 算 起 
的 缴 长 , 则 该 曲线 能 满足 要 求 .这 时 动能 为 本 = m 5 /2(m 为 质点 的 质量 ) ,振动 
频率 为 w=VkIm ,不 依赖 于 s 的 初始 值 . 
但 在 重力 场 中 口 = mgy, 其 中 y 是 纵 坐 标 . 所 以 有 ks*/2= megy 或 者 
w” 2 


了” 7g 。 


另 一 方面 ,ds 一 dx + dy ,由 此 得 


y= 8 (1 -cosé) 
4w 





z= (+tsing). 
这 两 个 等 式 给 出 了 所 求 明 线 的 参数 方程 ,这 是 一 条 螺旋 线 . 
§ 22 强迫 振动 


现在 我 们 研究 可 变 外 力 场 作 用 下 系统 的 振动 ,这 种 振动 称 为 强迫 振动 ,以 区 
别 于 前 一 节 研 究 的 自由 振动 .因为 前 面 假设 振动 很 小 ， 当然 也 要 假设 外 力 场 足 够 
弱 ,否则 它 会 引起 过 大 的 位 移 z. 
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这 种 情况 下 ,除了 固有 势能 (1/2) kx 以 外 ,还 有 与 外 力 场 作用 相关 的 势能 
U.(z,i). 将 这 个 附加 势能 按 小 量 x 展开 ,得 


aU 
U(x,t)S U.(0,1) + x 7 
L 


z=0 


第 一 项 只 是 时 间 的 函数 ,可 以 从 拉 格 朗 日 函数 中 略 去 (作为 另 一 个 函数 对 时 间 的 
全 导数 ). 第 二 项 中 -3Ue。/az 是 外 力 ,作用 于 处 在 平衡 位 置 的 系统 上 ,是 时 间 的 
给 定 函 数 ,用 F(z:) 表 示 . 于 是 势能 中 出 现 了 -xzF(z) 项 ,所 以 系统 的 拉 格 朗 日 函 
数 为 


L= 2 kr rp(1). (22.1) 


+w r= LF(i), (22.2) 
m 


这 里 我 们 再 次 引入 了 自由 振动 频率 w . 

众所周知 , 非 齐 次 常 系数 线性 微分 方程 的 通 解 为 两 项 之 和 :z = ze + xi, 其 
中 ze 是 齐 次 方程 的 通 解 ,zi 是 非 齐 次 方程 的 特 解 . 在 这 种 情况 下 , z。 就 是 前 一 
节 研 究 的 自由 振动 . 

我 们 来 看 一 种 特别 有 意义 的 情况 ,强迫 力 是 简单 的 频率 为 y 的 时 间 周 期 函 
数 , 即 

F(1)= fecos(y t +B). (22.3) 

方程 (22.2) 的 特 解 形式 为 z; = bcos( Yt + B), 它 有 具有 与 强迫 力 同 样 的 周期 .代入 
方程 可 得 :2 = f/[m(w -入 )], 加 上 齐 次 方程 的 解 ,有 通 解 


z=acos(wt ta)+ i ycos(yt+8). (22.4) 
m(w 一 23) 


任意 积分 常数 a 和 a 由 初始 条 件 确定 . 

于 是 ,在 周期 性 强迫 力作 用 下 ,系统 的 运动 是 两 项 振动 之 和 ,两 个 振动 的 频 
率 分 别 为 w 和 7. 

解 (22.4) 不 适用 于 所 谓 的 共振 情况 , 即 强迫 力 频 率 与 固有 频率 重合 .为 了 求 
这 种 情况 下 方程 的 通 解 ,将 (22.4) 写 成 如 下 形式 ,其 中 常数 表示 的 含义 有 所 改 
变 : 


X=acos(wt 十 a) 十 [cos(yz+p)-cos(or+B)]. 


f 
m(w — 7’) 


当 yw 时 ,第 二 项 变 为 0/0 的 不 确定 形式 .按照 洛 必 达 法 则 可 得 
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f tsin( wt + 8). (22.5) 


2mw 
于 是 ,在 共振 情况 下 ,振幅 随时 间 线 性 增 大 (直到 不 再 是 小 量 , 上 述 所 有 理论 都 不 
适用 为 止 ). 

我 们 再 来 研究 共振 附近 的 微 振动 , 即 y= w+e, 其 中 。 是 小 量 .我 们 将 通 解 
写成 复数 形式 





X=acos(wtt+a)t+ 


rz=Ae”+Be"”'°'=(A+Be")e”. (22.6) 
因为 A + Be 在 乘 子 e” 的 周期 2x/w 内 变化 很 小 ,所 以 共振 附近 的 运动 可 以 看 
作 是 微 振动 ,但 振幅 是 变化 的 .中 
用 C 表示 振幅 ,有 
C=|A+Be"|. 
将 A 和 B 表示 为 ae" 和 be* ,可 得 
C=a’+6 +2abcos(et + B-a). (22.7) 
于 是 ,振幅 以 频率 es 周期 变化 ,其 变化 范围 是 
|e 一 pl 委 C 魏 ac+D. 
这 种 现象 称 为 拍 . 
对 任意 强迫 力 F() ,方程 (22.2) 可 积 . 这 很 容易 做 到 ,只 要 将 方程 预先 写成 
(+tiw z) -iw(z+iwr)= TF() 
或 者 
dé 


-iw é= LF(), (22.8) 


这 里 引入 了 复 变 量 
Ef=xX+iwzx. (22.9) 
方程 (22.8) 不 是 二 阶 ,而 是 一 阶 . 如果 没 有 右边 部 分 , 它 的 解 是 2= Ae” ,其 中 A 
是 常数 .我 们 寻找 非 齐 次 方程 形式 为 = A(1)e” 的 解 ,对 于 函数 A(z) 可 得 方程 
A(D)= 二 F(z)e 
积分 后 ,可 得 方程 (22.8) 的 解 
£ = e™ [| FC)e wd + 4 |， (22.10) 


其 中 选择 积分 常数 6 使 得 :=0 时 & 的 值 为 零 .这 就 是 需要 和 守 找 的 通 解 , 函数 . 
z(t) 由 (22.10) 的 虚 部 给 出 ( 除 以 w).@ 





Q@ ”振动 相位 中 的 “常数 "项 也 要 变化 . 
@ 当然 ,这 时 力 F(:) 应 该 写成 实数 形式 . 
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强迫 振动 系统 的 能 量 显然 是 不 守恒 的 ,系统 靠 外 力 获得 能 量 .假设 初始 能 量 
为 零 ,我 们 来 求 在 外 力作 用 时 间 内 (从 - 到 + %) 系 统 获得 的 能 量 .根据 公式 
(22.10)( 积 分 下 限 用 - co 代替 零 ,并 且 6( - co) =0) ,在 :~>co 情 况 下 有 





eo) t= | Foe“de| 
另 一 方面 ,系统 的 能 量 表达 式 为 
E=F(r+w zr )=71¢|. (22.11) 
将 15s(co)| ”代入 此 式 , 可 得 所 要 求 的 能 量 
E= 2 || FCOewd| (22.12) 


这 取决 于 力 F(z) 的 傅 里 叶 分 量 模 的 平方 ,该 力 的 频率 等 于 系统 特征 频率 . 
特别 地 ,如 果 外 力作 用 时 间 很 短 (与 1/w 相 比 很 小 ) , 则 可 以 令 e ”1. 于 
是 有 


Es= 2 (| Fd) 
这 个 结果 是 显然 的 , 它 表 明 短 时 间 的 力 给 系统 提供 冲 量 | Fd ,但 来 不 及 使 系 
统 产 生 显著 的 位 移 . 
习 题 


习题 1 如果 初 始 时 刻 1 ==0 系统 静止 在 平衡 位 置 (过 = 之 =0), 试 求 系统 在 
外 力 F(t) 作 用 下 的 强迫 振动 . 
a) F = const= F,. 








F _ 
答 :z= 2z(1-cosot), 常 力作 用 结果 是 使 振动 系统 平衡 位 置 产生 位 移 , 
b) F=at 
答 :z= < (wt — sinwt). 
mw 
c) 下 三 下 
答 :z= he (e ”一 coscot 十 Qsinewt ) 
m(w +a’) 四 


d) F= Foe “cosp . 
答 ， 


东 。 


[一 (@ +a — PB)ecos wt 





一 Po 
ml(w +a ~pB) +4a’p] 
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(Cw +a+pB)sinwt te “[(w +a’ — PB)cosBt -2aBsinpt || 


(在 求解 过 程 中 将 力 写 成 复数 形式 下 = Foel “'! 比 较 方便 ). 

习题 2 设 1=0 时 系统 静止 在 平衡 位 置 , 力 下 的 变化 规律 为 : 当 1<<0 时 
下 =0, 当 0<+<T 开 时 下 = Pt/T, 当 1>> 丁 时 下 = Fo( 图 24). 试 求 在 该 力作 用 后 
系统 振动 的 最 后 振幅 . F 

解 :在 时 间 间 隔 0<z<T 了 内 满足 初始 条 件 的 振 


动 为 Ip, 
F , ! 
T(t sinwt). 0 了 t 
当 上 > 人 时 我 们 求 下 面 形式 的 解 : 图 24 


: F 
xr=cicos[w(t— T)]+esintw(t ~ T)]+— . 
mw 


由 x 和 Zz 在 1= 丁 处 连续 的 条 件 , 可 求 出 
工 0 FP, 


ci 三 一 了 Sino 了 本 ， c= 
mTow 


(1— coswT). 








mTo’ 
这 样 得 振幅 
Fo . wT 
a=Ve +c = ssin WO. 
mTow 2 
可 见 , 力 Fu 加 入 越 晚 ( 即 丁 越 大 ), 这 个 振幅 越 小 . 
习题 3 同上 题 , 力 Fo 是 常数 ,只 在 有 限时 间 间 隔 工 内 作用 (图 25). 
解 :可 以 像 习 题 2 那样 求解 ,但 利用 公式 (22.10) 更 简单 . 当 上 > 人 时 系统 在 
平衡 位 置 z=0 处 自由 振动 ,有 





Fy fT F ， | 
E 二 | erid zt 二 0 (1 eT )eiw . 
0 


m iwm 


根据 公式 |8| = a w ,由 € 模 的 平方 给 出 振幅 .于 是 求 得 


F F 
Fo 
Fo 
O 了 O 了 1 


图 25 图 26 
习题 4 同上 题 ,但 力 在 从 零 到 十 时 间 间 隔 内 按 规律 下 = Fit/ 开 作 用 (图 26). 
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解 :用 同样 方法 可 求 得 
Po 
Tmo” 

习题 $ 同上 题 ,但 力 在 从 堆 到 个 =2rfw 时 间 间 F 
隔 内 按 规 律 下 = Fusinowt 作用 (图 27). 
解 : 将 


F(#)= Fosinot = Fe(e” ~ ei ) 








a 二 


Vw TT -2wTsinw 开 +2(1- coswT). 





SO 


代入 公式 (22.10) 并 从 堆 到 了 积分 ,可 得 
下 0 图 27 


pa 
mw 
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多 自由 度 (s) 系 统 振动 理论 类 似 于 $21 的 一 维 振动 . 
设 系 统 的 势能 U 是 广义 坐标 g,(i=1,2,…,s) 的 隐 数 ,在 g, = gw 处 取 极 小 
值 .引入 小 位 移 





Ti qd: dio, (23.1) 
并 按 它 展开 U ,精确 到 二 阶 , 可 得 势能 为 正定 二 次 型 
= Dari (23.2) 


这 里 势能 以 其 极 小 值 为 计算 起 点 .由 于 & 和 都 是 zizs 的 系数 , 故 可 以 认为 它 
们 对 下 标 是 对 称 的 : 
ki = kr . 
动能 的 一 般 形 式 为 (参见 (5.5)) 
六 Dag) g; dx 9 
假设 di 二 di0 ,用 77Z 这 表示 an (ago), 可 得 动能 为 正定 二 次 型 
Dma ti. (23.3) 

可 以 认为 mw 对 下 标 是 对 称 的 : 


Mip — Mp- 
于 是 ,自由 微 振 动 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 
L= Dm ZZ Ai ). (23.4) 


下 面 建立 运动 方程 .为 了 确定 包含 方程 中 的 微分 ,我们 写 出 拉 格 朗 日 函数 的 
全 微分 : 
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dL = XER f+ ma rd i — karidzr, — huridzr,). 
既然 上 面 和 之 值 不 依赖 于 求 和 指标 的 名 称 ,我们 可 以 将 括号 中 第 一 和 第 三 项 的 
i 和 上 相互 交换 ,考虑 到 系数 mj 和 有 ,的 对 称 性 ,得 
dL = Dma Zid — kre dz;). 
由 此 可 见 ， 


过 = Pm Zs 并 二 一 ha 


区 


所 以 拉 格 朗 日 方程 为 
> ax + Dkare = 0. (23.5) 
这 是 s (i = 1,2,…,s) 个 常 系数 线性 微分 方程 
按照 这 些 方程 解 的 一 般 规 律 ,我 们 寻找 下 面 形 式 的 * 个 未 知 函 数 ， 
Xi = Are”, (23.6) 
其 中 4A, 是 待定 常数 .将 (23.6) 代 人 方程 组 (23.5) , 约 去 e” ,可 得 常数 A, 满足 
的 齐 次 线性 代数 方程 组 


Dw met ka)A, = 0. (23.7) 
为 使 该 方程 组 有 非 零 解 ,其 行列 式 等 于 零 : 
ks —w mal|=0. (23.8) 


方程 (23.8) 称 为 特征 方程 ,是 w? 的 s 阶 方程 .在 一 般 情况 下 ,该 方程 有 xs 个 不 同 
的 正 实 根 ws ,a =1,2,…,s( 在 特殊 情况 下 ,这 些 根 中 有 些 重合 ) .这 样 求 出 的 w 
称 为 系统 的 特征 频率 . 

从 物理 上 早 就 可 以 看 出 ,方程 (23.8) 的 根 为 正 实数 .事实 上 ,w 有 虚 部 就 意 
昧 着 ,坐标 x 对 时 间 的 依赖 关系 (23.6)( 以 及 速度 2 ) 中 包含 指数 减 小 或 指数 
增长 的 因子 .但 这 是 不 可 能 的 ,否则 会 导致 能 量 随时 间 变 化 ,违背 能 量 守恒 定律 . 

也 可 以 用 数学 方法 证 明 上 述 结论 .将 (23.7) 乘 以 A; 并 对 下 标 i 求 和 ,得 

2 w ma 十 Re) AAA = 0， 
由 此 得 
DA A 
DmaA? A 
由 于 系数 mx 和 心 都 是 对 称 的 ,上 式 分 子 和 分 母 中 的 二 次 型 都 是 实数 .事实 上 ， 


(DisA!A) 一 DRaAiAi = DuAiA: 一 DkaAA; . 
Ey Dk 让 i 


Ow 
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它们 是 正 的 中 ,因而 w? 也 是 正 的 . 求 得 频率 w, 并 代入 (23.7) 中 每 个 方程 ,就 可 
以 求 出 相应 的 系数 A, . 如果 特 征 方程 所 有 的 根 w。 各 不 相同 , 则 系数 A, 正比 于 
(23.8) 的 子 行列 式 Au ,其 中 w 用 w, 代替 .微分 方程 (23.5) 的 特 解 有 下 面 形式 : 
Xxh = ApC,e”’, 
其 中 C, 是 任意 常数 (复数 ). 
所 有 这 s 个 特 解 求 和 ,可 给 出 通 解 .其 实数 部 分 写成 


z, = Re| SAC,e” |= 六 Au6.， (23.9) 
a=1 a 


这 里 我 们 引入 了 记号 
0, =RelCe… |. (23.10) 
于 是 ,系统 每 个 坐标 随时 间 的 变化 都 由 ; 个 简单 振动 9, ,9, ,…,@, 合成 ， 
这 些 简单 振动 的 振幅 和 相位 都 是 任意 的 ,但 频率 完全 确定 . 
这 自然 会 产生 一 个 问题 ,可 否 选 择 广义 坐标 使 得 每 个 坐标 都 进行 简单 振动 ? 
通 解 (23.9) 的 形式 给 出 了 解决 这 个 问题 的 途径 . 
事实 上 ,将 (23.9) 的 ;个 关系 式 看 作 是 ; 个 未 知 量 8, , 8,,…,@, 的 方程 , 求 
解 后 可 以 用 zi ,x,,… ,xX, 表示 96, ,6,,…,6,. 因 此 9,,9,,…,9. 可 以 看 作 新 
的 广义 坐标 ,这 些 坐 标 称 为 简 正 坐标 (或 者 主 坐 标 ) ,相应 的 简单 周期 振动 是 系统 
的 简 正 振动 . 
从 简 正 坐 标的 定义 可 以 看 出 , 它 满足 方程 
6, + wiQ, =0. (23.11) 
这 就 是 说 ,用 简 正 坐 标 表示 的 方程 组 由 s 个 相互 独立 的 方程 构成 .每 个 简 正 坐标 
的 加 速度 仅 依赖 于 该 坐标 ,只 需 已 知 坐 标 和 相应 速度 的 初 值 ,就 可 以 完全 确定 坐 
标 对 时 间 的 依赖 关系 . 换 名 话说 ,系统 的 简 正 振动 是 完全 独立 的 . 
由 上 述 可 知 , 用 简 正 坐标 表示 的 拉 格 朗 日 函数 可 以 分 解 为 多 项 之 和 ,每 一 项 
都 对 应 于 频率 为 w。 的 一 维 振动 , 即 





L= 定子 (6 - ow,’0,’), (23.12) 
其 中 m。 是 正常 数 . 从 数学 观点 看 ,这 意味 着 变换 (23.9) 将 两 个 二 次 型 (动能 
(23.3) 和 势能 (23.2)) 同 时 变 为 对 角形 . 





中 系数 构成 了 正定 二 次 型 ,从 (23.2) 中 对 实数 变量 的 定义 看 ,这 是 显然 的 .但 如 果 将 复数 A 写 
成 a +ib; , 则 可 得 (注意 到 ;的 对 称 性 ): 


了 > RaA A = DRa a; — ibi)(ar + it) = Dkiaaias + Dkabibs ， 
i 3 BE 了 
即 两 个 正定 二 次 型 的 和 . 
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通常 可 以 选择 简 正 坐 标 ,使 得 在 拉 格 朗 日 函数 中 速度 平方 的 系数 等 于 1/2. 

为 此 ,用 下 面 等 式 确定 简 正 坐标 (我 们 用 Q. 表示 ): 
Q.=V mB,. (23.13) 
那么 
1 2 2 2 
L = 220. We Q, ) . 

当 特 征 方程 有 重 根 时 ,上 面 叙 述 没有 多 少 变化 .运动 方程 的 积分 的 一 般 形式 
(23.9) 和 (23.10) 也 是 一 样 的 (也 同 为 * 项 ) ,差别 仅仅 在 于 相应 于 重合 频率 的 系 
数 Au 已 不 再 是 子 行列 式 了 ,这 种 情况 下 这 些 子 行列 式 等 于 零 .9 

一 个 重合 ( 或 称 退 化 ) 频 率 相应 于 几 个 简 正 坐 标 , 这 个 频率 就 有 几 重 ,但 是 这 
些 简 正 坐 标的 选择 不 是 唯一 的 .既然 同一 个 变换 将 动能 和 势能 化 为 >，Q? 和 
> Q: ,对 变换 所 得 的 简 正 坐标 (对 应 同一 个 w。 ) ,可 以 进行 任意 线性 变换 ,只 要 
保证 其 平方 和 不 变 即 可 . 

对 于 在 常 外 力 场 中 一 个 质点 的 三 维 振 动 , 求 简 正 坐标 非常 简单 . 取 笛 卡 儿 坐 
标 系 的 原点 为 势能 U(xz,y,z) 的 极 小 值 处 ,可 得 zx,y,x 的 平方 形式 的 势能 ,而 
动能 

T= 字 (2 + + 7) 

(xm 为 质点 的 质量 ) 不 依赖 于 坐标 轴 的 选择 .因此 ,适当 旋转 坐标 系 可 将 势能 化 
为 对 角形 .于 是 

= 全 ( 富 二 共 + 二 ) 一 广 ( 司 妇 二 让 兄 二 丰 二 )， (23.14) 
且 沿 着 x ,y,z 轴 的 振动 是 主 振动 ,其 频率 分 别 为 

ai =VRJ w=Vhk/m, ws=V klm. 
在 有 心力 对 称 场 (&, = &, = 上 &, 三 &,U = kr*/2) 的 特殊 情况 下 ,这 三 个 频率 重合 
(见习 题 3). 

利用 简 正 坐标 可 以 将 多 自由 度 强迫 振动 问题 转化 为 单 自由 度 强迫 振动 . 考 
虑 到 作用 在 系统 上 的 时 变 外 力 , 拉 格 朗 日 函数 为 

L = Lo+ OF(t) x, (23.15) 
其 中 L, 是 自由 振动 的 拉 格 朗 日 函数 .用 简 正 坐标 代替 zx, 可 得 





Q@ 不 存在 复 频率 ,否则 违背 能 量 守 恒定 律 .由 此 显然 可 知 ,在 通 解 中 不 可 能 出 现 包含 时 间 的 指数 和 
徊 次 项 . 
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= FQ owQ) + DQ,, (23.16) 
其 中 引入 了 记号 : 
f.(1) = PCD 六- 
相应 的 运动 方程 
Q, +wQ,=£.(1) (23.17) 


只 包含 一 个 未 知 函 数 Q, (1). 
习 题 
习题 1 设 两 个 自由 度 系 统 的 拉 格 朗 日 池 数 为 
L=3( + ) (+ ) + ary 

(两 个 同样 的 固有 频率 为 wo 的 一 维系 统 以 作用 - ary 相互 联系 起 来 ), 试 求 系统 
的 振动 . 

解 : 运 动 方程 为 

T+wx=ay, Yt+w y=arx. 


将 (23.6) 代 入 可 得 


A(wi-w)=aA,, Ai(wi-o)=w4。 (1) 
特征 方程 为 | 
(ww ) =a, 
由 此 得 
wi=w a, w=wta. 
” 当 w=w 时 方程 (1) 给 出 A, = A,, 当 w=w, 时 方程 (1) 给 出 A, = - A, ,所 以 


1 1 
一 -一 1 十 2)， 一 -一 
及 ‘0 Q), 3 V2 


(1M2 相 应 于 正文 中 所 讲 的 简 正 坐 标的 归 一 化 系数 ). 

当 a 世 w? 时 (两 个 系统 相互 联系 很 弱 ) ,有 

oliszouo af(260), ws + af(2w,). 

在 这 种 情况 下 x 和 yy 的 变化 还 是 两 个 频率 接近 的 振动 合成 的 , 即 具 有 频率 为 w， 
一 w = afwo 的 拍 的 性 质 (参见 822). 当 坐标 莹 的 振幅 达到 最 大 值 时 ,坐标 y 的 
振幅 达到 最 小 值 ,反之 亦 然 . 

习题 3 试 求 平面 双 摆 的 微 振动 ( 见 图 1). 

解 : 对 于 微 振动 (p11 区 1, gp,<<1), 在 $5 的 习题 1 中 得 到 的 拉 格 朗 日 函数 写 


(Qi — Q,) 
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成 

72 1 十 712 。 271 。 ， mtm 2 
L= i Git p+ m2lils Pi 92 - 0 91 一 本 82 9 
运动 方程 为 


(oa + 2) 0 + 952+(m + )gsp=0， 
ll 0 + 7 92 + gp 三 0. 
将 (23.6) 代 入 后 可 得 
Ai(mitm)(g- lw)—- A,w m/l,=0, 
—- Aliw +A,(g—-/l,w’ )=0. 
特征 方程 的 根 为 


2 一 有 十 十 
col1 2 a TT mt ma) 2l,) 土 





Vmitm)[ Cm tm)(l tl) -4m 7,]}. 
当 m1 一 0 时 ,频率 趋 于 极限 值 Y g/l1 和 V g11; ,相应 于 两 个 单 摆 独 立 振动 ， 
习题 3 试 求 质 点 在 有 心力 场 U=kr /2 中 的 运动 轨迹 ( 称 为 空间 振子 ). 
解 : 像 所 有 有 心力 场 一 样 ,运动 发 生 在 一 个 平面 内 ,我 们 取 这 个 平面 为 zy. 
每 个 坐标 的 变化 是 频率 均 为 二 VEjm 的 简单 振动 ; 
X=acos(wt+a), y= bcos(wt + B) 
或 者 
X=acosp, y=bcos(p9+6)= bcosdcosg - bsindsing, 
其 中 引入 了 记号 gpg==wt+a， 6=B-a. 由 此 求 出 sing 和 cosg 并 求 它们 的 平 
方 和 ,可 得 轨迹 方程 





zx yy 2ry 
a” 和 已 二 
这 是 中 心 在 坐标 原点 的 椭 圈 中 . 当 6=0 或 者 6=x 时 轨迹 退化 为 直线 段 . 
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如 果 我 们 讨论 相互 作用 质点 组 成 的 系统 ,不 是 处 于 外 场 中 , 则 不 是 所 有 的 自 
由 度 都 具有 振动 特性 .分 子 就 是 一 个 典型 的 例子 .除了 原子 在 分 子 内 在 平衡 位 置 
附近 振动 以 外 ,分 子 整体 还 作 平 动 和 转动 ， 

平 动 有 3 个 自由 度 ,一 般 情况 下 ,转动 也 有 同样 的 自由 度 , 所 以 由 2” 个 原子 
组 成 的 分 子 的 3n 个 自由 度 中 ,有 3n - 6 个 相应 于 振动 .所 有 原子 沿 着 直线 排列 


2 
COs6 = sin’ 6. 





@ 在 $14 已 经 指出 ,在 有 心力 场 U= kr?/2 中 质点 沿 着 封闭 曲线 运动 . 
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属于 特殊 情况 .既然 绕 这 个 直线 的 转动 没有 意义 ,这 种 情况 下 转动 有 2 个 自由 
度 , 因 此 振动 有 3n 一 5 个 自由 度 . 

在 求解 分 子 振动 的 力学 问题 时 ,最 好 先 不 考虑 平 动 和 转动 自由 度 . 

为 了 消除 平 动 ,可 以 认为 分 子 的 动量 等 于 零 . 由 于 这 个 条 件 意味 着 分 子 的 质 
心 不 运 动 ,可 以 选择 它 的 3 个 坐标 为 常数 . 设 m = ro+ 下 (其 中 ro 是 第 a 个 原 
子 静止 平衡 位 置 的 径 矢 ,而 是 其 偏离 平衡 位 置 的 矢量 ) ,我 们 可 将 条 件 


Dr, 三 const 尘 Dy mr 
表示 为 
> mt = 0. (24.1) 
为 了 消除 转动 ,应 该 令 分 子 的 动量 矩 等 于 零 . 因为 动量 矩 不 是 坐标 的 任何 郑 
数 对 时 间 的 全 导数 ,所 以 ,一 般 来 讲 , 消 除 转动 的 条 件 不 可 能 是 哪个 函数 等 于 零 
的 形式 .然而 , 微 振动 恰好 属于 特例 .事实 上 ,再 设 mr = ro + , 略 去 u 的 二 阶 
小 量 ,分 子 的 动量 和 矩 为 


M= mr, X VY, > mr x &, = FS Bmr, x 天 . 
在 这 样 的 近似 下 ,消除 分 子 转动 条 件 可 以 写成 
Dmro Xu,=0 (24.2) 
(这 时 坐标 原点 可 以 任意 选择 ). 

分 子 简 正 振动 可 以 根据 原子 运动 特征 分 类 ,分 类 是 基于 (在 平衡 位 置 上 的 ) 
原子 在 分 子 内 对 称 分 布 的 思想 .为 了 实现 这 个 目的 ,有 基于 群 论 的 一 般 方法 ,这 
将 在 本 教程 的 另 一 卷 中 讲述 .这 里 我 们 讨论 几 个 简单 的 例子 . 

如 果 分 子 的 所 有 x 个 原子 位 于 一 个 平面 内 , 则 可 以 区 分 原子 的 面 内 简 正 振 
动 和 面 外 简 正 振动 .很 容易 确定 两 种 振动 的 自由 度 .因为 平面 运动 总 共有 2n 个 
自由 度 ,从 中 去 掉 两 个 平 动 和 一 个 转动 ,原子 面 内 振动 自由 度 为 2n - 3. 其 余 的 
(3n 一 6) 一 (2n 一 3)= nn 一 3 自由 度 对 应 于 面 外 振动 . 

在 线性 分 子 情况 下 ,可 以 区 分 纵向 振动 和 横向 振动 .因为 ”个 质点 沿 着 直 
线 运 动 有 nn 个 自由 度 ,从 中 去 掉 平 动 , 则 纵向 振动 自由 度 为 2 - 1. 既然 线性 分 子 
振动 有 3n 一 5 个 自由 度 , 则 有 2n 一 4 个 横向 振动 自由 度 .然而 ,这 些 振动 有 一 
2 个 不 同 的 频率 ,这 是 因为 每 个 振动 都 可 以 独立 发 生 在 相互 垂直 的 两 个 (通过 分 
子 轴 的 ) 平 面 内 ,由 对 称 性 可 知 每 一 对 简 正 振动 都 有 相同 的 频率 . 





QD 见 第 三 卷 ,《 量 子 力学 ( 非 相 对 论 理论 )》, § 100. 
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习 ” 题 ? 
习题 1 求 线性 3 原子 对 称 分 子 ABA( 图 28) 的 振动 频率 .假设 分 子 势能 仅 
依赖 于 距离 4A- 忆 ,B-A 以 及 角 ABA. 
解 :根据 (24.1) ,原子 纵向 位 移 zi ,zzi 满足 关系 
Ma(zi+Z3)+7anpza =0. 
利用 此 式 , 从 分 子 纵向 运动 的 拉 格 朗 日 函数 
。 。 k 
L=3 (ti) + (rr) + (zs ~ za)*] 
中 消去 zx, ,然后 引入 新 坐标 
Q =r+rx3, Q,= zx- XxX. 


于 是 可 得 





2 
mapt rr mais AR > 
一 十 一 ee 
L Am 4 Q 4722 ~ " 4 Q. 


(14 二 27m4 二 mp 是 分 子 的 质量 ). 由 此 可 见 ,Q, 和 Q, 是 简 正 坐标 (精确 到 相差 归 
一 化 系数 ). 坐标 Q, 对 应 着 相对 分 子 中 心 的 反对 称 振动 (x| = XxX;, 图 28a), 其 频 


ki 
ws. 三 | 一 一 一 . 
MamsB 


坐标 Q, 对 应 着 对 称 振动 (zx1 = - zs, 图 28b) ,频率 为 


kl 
Ws 三 | 一 一 . 
sl ma 


根据 (24.1) 和 (24.2), 原 子 横 向 位 移 


3 il 2 I 1 
> E OO 
1» V2 3 满足 关系 A B 4 


ma(yity3)+ may =0, yi= ys, 
(对 称 弯 曲 振 动 ,图 28b). 分 子 弯 昌 势能 写成 


COCO 
,1267/2, 其 中 6 是 角 ABA 偏离 x 的 大 小 ， 9 
可 以 用 位 移 表 示 为 


3= 了 [(y -ya) + (ys -ya)]. 图 28 





中 更 复杂 的 分 子 振动 计算 可 参见 : M. B. Bonpkenureita, M. A. Erpamesru, BE. H. CrerauoaB. 
Kome6aHHH Moneryn. — M. :TocTrexH3naT ,1949 ; 工 . Tepu6epr ,Kore5arenpbHPIe HBpatliaTelpHPIe crrekTppt 


MHOoroaTOMHPIX Monexryn. — M. :IJI,1949. 
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将 所 有 的 位 移 yi ,ys,y3 用 表示 ,可 得 分 子 横向 振动 的 拉 格 关 日 汝 数 


ma ms .2 kl > MAMmB ,2 k,l’ 


L=3 N+)+ 2 2 2 6 44 人 6 一 网 


由 此 得 频率 
1 22 
V2 Nmams 


习题 2 同上 题 ,但 分 子 ABA 的 形状 为 三 角形 (图 29). 











图 29 
解 :根据 (24.1) 和 (24.2), 原 子 位 移 在 XX 和 YY 方向 的 分 量 满足 关系 


ma(xzit+ zx)+ max, =0, 


ma(y1t y3)+ mayz =0, 
(y1— ya3)sina — (x1 + x3)cosa =0. 
利用 矢量 Ui 一 Wi 和 us 一 Us 在 直线 AB 和 BA 方向 上 投影 ,可 得 距离 A-B 和 
BB 一 A 的 变化 量 11 和 61, 如 下 
li = (zi ~ ZX2)sina + (yi ~ y,)cosa, 
Sly = — (zx3 ~ x2)sing + (ys — ys)cosa. 


将 这 两 个 和 失 量 向 垂直 于 直线 AB 和 BA 方向 上 投影 ,可 得 角 ABA 的 改变 量 


了 工 [ — (x3— ZX2)cosa — (ys — y,)sina |]. 


l 


1 . 
= L(x — x2)cosa — (yi —y2)sinal]+ 


分 子 的 拉 格 明日 函数 为 


所 


Mp 。 i? 


2 





= 人) 


引入 新 坐标 
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Qs =r+tr3, qi Xi Xs Ga 三 yl 十 y3. 
将 矢量 u 的 分 量 用 这 些 新 坐标 表示 








1 1 7 
ZI 二 万 (QT+ qa), XT3= 5(Q, -qu1), za 元 Q.， 
1 1 m 
y=F(92+ Qcota), y=F(92 7 Qecota), Y=- 
B 
计算 后 可 得 拉 格 朗 日 函数 
_ ma [2ma 1 je Mma ,2 , MAL.2 
L 4 ( 妥 + a Q: + dsl 9 











mB Sin a 


2 2 2 
让 A )li+ a a) -He(kisin a +2khscos a) - 
B 


quar 了 (kicos a +2k,sin a)+ gq, 2 全 一 (2k2 一 ki )sina cosa . 


由 此 可 见 , 坐 标 Q. 对 应 于 频率 为 





的 相对 于 Y 轴 的 反对 称 振动 (zi = za,yi = 一 y;, 图 29a). 
坐标 Gil ,9 对 应 于 两 个 振动 (相对 Y 轴 对 称 :Z = 一 Zayy1 三 ya 图 29a 和 
29b) ,其 频率 Wl ,ou 是 二 次 (网 ) 特 征 方程 
oo (te) + (1+ gna) |+ A=0 
mp m mp 


A 








的 根 . 当 2a=r 时 ,所 有 这 些 频率 与 习题 ] 相同 . 

习题 3 同上 题 , 但 分 子 ABC 非 对 称 ( 图 30). 

解 : 原 子 纵向 位 移 ( 工 ) 和 横向 位 移 (y) 之 间 的 关系 为 
724Z1 十 72pZ2 + mexs=0, 
may1 + mgy2 + mecys 二 0， Ce 

maliyi = 712cl2 y3 . 


拉 伸 和 弯曲 势能 为 图 30 





k ki k 
Fl 六 十 元 (3802) 十 
(2l=L1+l). 类 似 习题 1, 计算 可 得 横向 振动 频率 
> 入 (+ 4 | 
= 十 
0 


两 个 纵向 振动 频率 wl ,wp 满足 二 次 (内 ) 特 征 方程 





mc ma Mmsp 
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2 1 十 )]+ kik! 一 
ma mp mp me mampme 
$25 阻尼 振动 


到 现在 为 止 , 我 们 都 是 假设 物体 的 运动 发 生 在 真空 中 或 者 介质 对 运动 的 影 
响 可 以 忽略 .实际 上 ,物体 在 介质 中 运动 时 ,介质 会 产生 阻力 使 运动 减 慢 .这 时 运 
动物 体 的 能 量 最 终 转化 为 热量 ,或 者 说 终 将 耗 散 . 

在 这 种 情况 下 运动 过 程 已 不 再 是 纯 力学 过 程 , 研 究 需要 考虑 介质 的 运动 ,以 
及 物体 和 介质 的 内 部 热 状态 .特别 是 ,一 般 情 况 下 不 能 认为 ,运动 物体 的 加 速度 
仅仅 是 给 定时 刻 的 坐标 和 速度 的 函数 , 即 不 存在 这 种 力学 意义 上 的 运动 方程 了 . 
因此 ,在 介质 中 的 运动 问题 已 经 不 是 力学 问题 . 

然而 ,存在 一 些 情况 ,在 介质 中 的 运动 可 以 近似 地 用 力学 方程 描述 ,这 需要 
在 方程 中 引入 补充 项 . 如果 振动 频率 小 于 在 介质 内 耗 散 过 程 的 频率 , 则 属于 这 种 
情况 .在 这 种 情况 下 ,可 以 认为 在 物体 上 作用 了 仅 依赖 于 速度 的 摩擦 力 ( 对 于 均 
名 介质 ). 

如 果 速 度 足 够 小 ,可 以 将 摩擦 力 按 速 度 的 割 次 展开 . 因为 在 静止 物体 上 没有 
任何 摩擦 力作 用 ,所 以 零 次 项 为 零 .未 消失 的 第 一 项 与 速度 成 正比 .于 是 ,作用 在 
广义 坐标 为 x 的 一 维 振动 系统 上 的 摩擦 力 ,可 以 写成 

fw = -az, 
其 中 a 为 正 的 系数 , 负 号 表示 力 的 方向 与 速度 相反 .将 这 个 力 补充 到 运动 方程 
( 见 (21.4)) 的 右 端 ,可 得 








mz=—kr-azx. (25.1) 
除 以 mx 并 引入 记号 

ko, L274. (25.2) 

m m 


wo 是 没有 摩擦 力 时 系统 自由 振动 的 频率 .4 称 为 阻尼 系数 了. 
于 是 ,我 们 有 方程 
T+2AZ+wix=0. (25.3) 
根据 求解 常 系数 线性 微分 方程 的 一 般 方法 ,假设 x =e” 可 得 关于 + 的 特征 方程 
一 +247r+awl=0. 


方程 (25.3) 的 通 解 为 : 
过 =cae teers, rz= -AtVA -wi. 





Q 无 量 岗 乘积 MT( 其 中 T=2n/w 是 周期 ) 称 为 对 数 阻尼 训 减 量 . 
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下 面 分 两 种 情况 讨论 . 
如 果 < we , 则 > 有 两 个 共 斩 复 值 .运动 方程 的 通 解 可 以 写成 
z=RelAexp(— Xt+it Var -i )|, 
其 中 4 是 任意 复 常数 .也 可 以 写成 
Z=ae “cos(wt+a), w= ws 一 和 2， (25.4) 
其 中 a 和 w 是 实 常数 .这 些 公 式 表示 的 运动 称 为 阻尼 振动 .可 以 看 作 是 振幅 按 
指数 规律 衰减 的 简 谐 振动 .振幅 衰减 速度 由 指数 4 决定 ,振动 “频率 ”w 小 于 无 
阻尼 时 自由 振动 的 频率 . 当 4 区 wo 时 ,w 和 wo 之 间 的 差别 是 二 阶 小 量 .由 于 摩 
擦 总 是 阻碍 运动 , 故 有 阻尼 时 频率 减 小 是 显然 的 . 

如 果 4 安 wo , 则 在 一 个 周期 2x/w 之 内 阻尼 振动 的 振幅 几乎 不 变 .这 时 人 研究 
坐标 和 速度 的 平均 值 (一 个 周期 内 ) 很 有 意义 , 取 平 均 时 忽略 乘 子 。 ”的 变化 .所 
以 系统 的 平均 能 量 衰减 规律 为 
E= Ee ™, (25.5) 
其 中 E。 是 能 量 的 初 值 . 

现在 假设 1 > oo .那么 ~ 的 两 个 值 都 是 实数 ,并 且 两 个 都 是 负数 . 通 解 可 写 
成 


X=ciexp[ ~ (A—VA -wo)t)j+t+cexpl- (A+VA -wo)t]. (25.6) 
可 见 ,在 这 种 阻尼 足够 大 的 情况 下 ,运动 |xz | 单调 递减 , 即 趋 近 于 平衡 位 置 ( 当 
1 一 co 时 ). 这 种 类 型 的 运动 称 为 非 周期 衰减 
最 后 ,在 和 = wo 的 特殊 情况 下 ,特征 方程 总 有 一 个 根 ( 重 根 ) 为 r= 一 4. 这 
时 运动 方程 的 通 解 为 
X=(cit+et)e *. (25.7) 
这 是 非 周 期 衰减 的 特殊 情况 , 仍 具 有 振动 性 质 . 
对 于 多 自由 度 系统 ,相应 于 广义 坐标 zx, 的 广义 摩擦 力 是 速度 的 线性 函数 


fiw =— Dr,. (25.8) 
k 


从 纯粹 的 力学 角度 考虑 ,无 法 得 出 系数 a, 对 下 标的 对 称 性 结论 .用 统计 物理 的 
方法 可 以 证 明 ?， 


QR 一 Qi (25.9) 
故 公式 (25.8) 可 以 写成 导数 形式 
f= -SE, (25.10) 
QT， 





@ 参见 第 五 着 ,《 统 计 物 理学 1》, $ 121. 
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其 中 二 次 型 
F = 到 os ii (25.11) 
在 拉 格 郎 日 方程 的 右 端 加 入 力 (25.10), 得 
daL 3L 3aF 
diaz, gz 9 
耗 散 函 数 有 重要 的 物理 意义 , 它 决 定 了 系统 中 能 量 耗 散 的 强度 .这 很 容易 证 ， 
明 ,只 要 计算 机 械 能 对 时 间 的 导数 即 可 .我 们 有 
dE d , 9L ./d aL 9L . aF 
ol Ee Et 
由 于 下 是 速度 的 二 次 函数 ,根据 欧 拉 齐 次 函数 定理 ,上 式 右 端的 和 等 于 2F. 于 
是 





(25.12) 


dE/dt = -2F, (25.13) 
即 系统 能 量变 化 速度 等 于 2 倍 耗 散 函 数 .因为 耗 散 过 程 会 导致 能 量 减 小 ,总 是 有 
下 >0, 即 二 次 型 (25.11) 是 正定 的 . 
将 力 (25.8) 加 入 方程 (23.5) 的 右 端 ,可 得 存在 阻尼 时 微 振动 方程 


Dm 爷 十 > Rs 二 一 Dan 元 (25.14) 
在 这 些 方程 中 令 
Xx, = Ae”, 
约 去 e" 后 可 得 常数 A 满足 的 线性 代数 方程 组 
Dmar’ + aar + ka)A, = 0. (25.15) 
令 行 列 式 等 于 零 可 得 特征 方程 
[mar’ + aar t+ ks | =0,， (25.16) 
可 求 得 ~. 1 


这 是 ” 的 2s 阶 方程 .因为 所 有 系数 都 是 实数 ,方程 的 根 或 者 是 实数 ,或 者 是 
成 对 复 共 绒 .这 时 实 根 一 定 是 负数 , 复 根 的 实 部 一 定 是 负 的 .否则 坐标 和 速度 以 
及 系统 的 能 量 都 会 随 着 时 间 指 数 增加 ,但 摩擦 力 应 该 使 能 量 减 小 . 


8$826 有 摩擦 的 强迫 振动 


研究 有 摩擦 时 的 强迫 振动 类 似 于 § 22 研究 无 摩擦 振动 .我 们 详细 研究 非常 
有 意义 的 周期 强迫 力 情况 . 
在 方程 (25.1) 的 右 端 加 入 外 力 fcosyt 并 除 以 mm ,可 得 运动 方程 
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+1242+ wr= cosyt (26.1) 
求解 这 个 方程 用 复数 形式 更 方便 ,为 此 在 右 端 用 e” 代 赫 cosyt : 
E12AF+ r= er. 


我 们 求 z= Be" 形式 的 特 解 , 对 于 已 有 














_ f 
B m(w — y+2iAy). (26.2) 
将 B 写成 be* 的 形式 ,对 于 65 和 5 有 
加 f _ 27 
b ， tan$ = . (26.3) 
mV jraiyi’ YY 7- 


最 后 ,将 表达 式 Be”= be'”'” 的 实 部 分 离 出 来 ,可 得 方程 (26.1) 的 特 解 , 再 加 
上 其 相应 的 齐 次 方程 的 通 解 (我 们 给 出 w。> 4 的 情况 ) ,最终 得 


X=ae “cos(wi+a)+ bcos( yt +6). (26.4) 
第 一 项 随时 间 指 数 衰 减 ,经 过 足够 长 时 间 后 只 剩 下 第 二 项 : 
X= bcos(yt+$6). (26.5) 


强迫 振动 的 振幅 5 的 表达 式 (26.3) 在 y 接近 w。 时 也 增 大 ,但 是 不 会 像 无 
阻尼 共振 那样 趋向 无 穷 . 对 于 给 定 的 力 幅 值 f, 在 y=V wi -2X7 时 振幅 最 大 . 当 
4 之 wo 时 ,这 个 值 与 w。 之 差 是 二 阶 小 量 . 
我 们 研究 接近 共振 的 区 域 . 设 y= w, +s, 其 中 。 是 小 量 ,我 们 又 假设 4 安 
wo .那么 在 (26.2) 中 可 以 做 近似 替换 
7 -w+to) (yy- wwe, 2iAYA2iAw,, 








因此 
B= - 了 (26.6) 
2m(e 一 这 Ji 
或 者 
四 f _ 2 
b ， = 二 (26.7) 
2mwo V es 十 和 Te 


我 们 研究 当 强 迫 力 频率 改变 时 ,振动 与 强迫 力 的 相位 差 6 的 变化 特点 .这 
个 差 总 是 负 的 , 即 振动 “落后 "于 外 力 .远离 共振 时 ,如 果 y< w。 则 6 趋 于 零 ,如 
果 7y>wo 则 3 趋 于 -r. 在 接近 w 的 狭窄 区 域 (宽度 为 4) 内 ,6 从 零 变化 为 一 x， 
当 y= w 时 相位 差 为 -x/2. 我 们 发 现 ,无 摩擦 时 强迫 振动 相位 在 y = we 时 产生 
幅度 为 x 的 突变 ((22.4) 的 第 二 项 改变 符号 ) ,阻尼 “ 抹 平 "了 这 个 突变 . 

当 系 统 的 强迫 振动 处 于 平稳 运动 (26.5) 时 ,系统 的 能 量 保持 不 变 . 这 时 系统 
不 断 ( 从 外 力 源 ) 吸 收 能 量 ,又 因 摩 擦 而 耗 散 掉 .我 们 用 外 力 频 率 的 函数 T(7y) 表 
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示 单 位 时 间 内 平均 吸收 的 能 量 .根据 (25.13) 有 
I(7Y)=2F, 
其 中 下 是 耗 散 函数 (对 振动 周期 ) 的 平均 值 . 对 于 一 维 运动 , 耗 散 函数 的 表达 式 
(25.11) 写 成 下 =az*=4 mz .将 (26.5) 代 入 得 
F=A mb Ysin (yt +6). 
正弦 的 平方 对 时 间 的 平均 值 为 1/2, 所 以 


1(7)=A mb y’. (26.8) 
在 共振 附近 ,代入 振幅 (26.7) 得 
IC(e) = (26.9) 


能 量 吸收 对 频率 的 这 种 依赖 关系 称 为 色散 .在 某 个 s 值 时 TI(s) 等 于 se=0 
时 的 一 半 , 则 |e| 称 为 共振 曲线 (图 31) 的 半 宽 度 .由 公式 (26.9) 可 知 ,这 个 宽度 
等 于 阻尼 系数 4 .曲线 最 大 值 的 高 度 





图 31 


1(0) = 2 


与 成 反比 .因此 ,阻尼 系数 越 小 ,共振 曲线 越 高 , 即 最 大 值 更 尖 . 但 这 时 共振 曲 
线 下 面 的 面积 不 变 . 
这 个 面积 由 积分 


| Day = | I(e)de 


给 出 .因为 1(e) 在 |e| 增 大 时 迅速 减 小 ,很 大 |e| 的 区 域 无 关 紧 要 ,可 以 在 积分 时 
将 I(e) 写 成 (26.9) 的 形式 ,积分 下 限 换 为 ~ co .那么 





~ _ fAr” de _xf 
| Te)ds 一 于 | _ Er A 一 Am (26.10) 
习 题 


习题 ” 试 求 外 力 f= foe” cosyYt 作用 下 有 摩擦 的 强迫 振动 . 
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解 :我 们 求解 复数 形式 的 运动 方程 


工 十 21 之 十 1 并 = 


fo eatin 
m 
然后 分 离 解 的 实 部 .结果 可 得 强迫 振动 
X= be” cos(yt +6), 
其 中 
fo 加 二 2y(a+A) 
b 3 3 3 3 3 地， tand 2 十 一 TH A 
mV (wi ta —y +2aA) + 4y°(at+A) woTa 7 a 


§ 27 参数 共振 


存在 一 种 非 封 闭 振动 系统 ,外 力 的 作用 可 以 归结 为 其 参数 随时 间 的 变化 ?. 
拉 格 朗 日 函数 (21.3) 中 的 m 和 k 就 是 一 维系 统 的 参数 ,如 果 它 们 依赖 于 时 
间 , 则 运动 方程 为 











Emi)+ hr=0. (27.1) 
用 新 自 变 量 r 代替 1 ,dr= dt/jm(t), 则 方程 变 为 


dz 
dz 
因此 ,不 失 一 般 性 ,研究 下 面 形式 的 方程 就 足够 了 
s+) z=0. (27.2) 
这 个 方程 可 以 由 (27.1) 中 令 mm = const 得 到 . 
函数 w(t) 的 形式 由 问题 的 条 件 决定 .假设 这 个 函数 是 周期 的 ,频率 为 y( 周 
期 为 全 =2x/7Y). 这 就 是 说 ， 


+ mkz =0. 





w(t+ TT)= w(tz), 
因而 方程 (27.2) 在 变换 :一 :+ 工 下 保持 不 变 .由 此 可 知 ,如 果 z(z) 是 方程 的 
解 , 则 函数 z(t + 本) 也 是 解 . 换 句 话说, 如果 zx,(1) 和 xz;(z) 是 方程 (27.2) 的 两 
个 独立 的 解 , 则 变量 替换 上 一 上 + 人 后 这 两 个 函数 可 以 用 原 函 数 线性 表示 . 这 种 
情况 下 丰 以 选择 x 和 zx, 使 得 变量 替换 +- 上 + 了 导致 乘 以 常数 @ 
Xi(t+T)=pzx(t), z(t+ T)= px2(t). 

具有 这 种 性 质 的 函数 的 一 般 形式 为 

zi(t)=p H(t), z(t)= "TH, (7). (27.3) 





中 ”一 个 简单 的 例子 是 单 摆 , 其 悬挂 点 在 竖 直 平面 内 按 给 定 周期 规律 运动 (见习 题 3). 
凶 ”这 种 选择 等 价 于 将 x; (1) 和 x2(1) 的 线性 变换 矩阵 对 角 化 ,需要 求解 相应 的 二 次 特征 方程 .我 们 
假设 这 个 方程 的 根 不 重合 . 
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其 中 I1(t) 和 ,(t) 是 时 间 的 周期 阴 数 (周期 为 工 ). 
这 些 函数 中 的 常数 w 和 jy, 应 该 满足 确定 的 关系 .事实 上 ,将 方程 
Ei+tw (tr =0, r+w (t)zx,=0 


分 别 乘 以 xz, 和 zi , 相 减 后 可 得 
XT — XT! = (zz — Xz x1)=0 


或 者 
Zi， 一 之 7 一 const. (27.4) 
然而 ,对 任何 形 如 (27.6) 的 函数 z, (zt) 和 zz(), 在 上 变 为 上 + 工时 ,上 面 表达 式 
左 端 乘 以 jp. 所 以 ,为 了 使 等 式 (27.4) 在 任何 条 件 下 ,必须 有 
Al pa 三 工 . (27.5) 
从 方程 (27.2) 的 系数 为 实数 出 发 ,可 以 进一步 给 出 关于 常数 kw ,wz 的 结 
论 . 如 果 zx(i) 是 方程 (27.2) 的 某 个 解 , 则 复 共 示 函数 xz (z) 也 满足 该 方程 .由 此 
可 知 ,常数 py ,ps 应 该 与 男 一 对 常数 jy? ,py2 重合 , 即 w = jy2 或 者 ,2s 都 
是 实数 .在 第 一 种 情况 下 ,考虑 到 (27.5), 有 j=1/p? , 即 |41 =|j1 =1. 常 
数 和 和 mw， 的 模 都 等 于 1. 
在 第 二 种 情况 下 ,方程 (27.2) 的 两 个 独立 解 的 形式 为 
Ti(t)=p H(t), rt)= py" H(t), (27.6) 
并 且 yx 是 不 为 1 的 正 实数 或 者 负 实 数 .这 些 函 数 之 一 ( 当 |4|1>1 和 |y|<1 时 
为 第 一 个 或 者 第 二 个 函数 ) 随 时 间 指 数 增 长 .这 就 是 说 ,系统 的 静止 状态 (在 平衡 
位 置 =0) 不 稳定 :偏离 这 个 状态 任意 小 量 ,都 会 使 出 现 的 位 移 x 随时 间 快 速 
增长 . 这 种 现象 称 为 参数 共振 . 
应 该 注意 的 是 , 当 x 和 z 的 初 值 严格 等 于 零 时 ,它们 以 后 也 等 于 零 ,这 不 同 
于 通常 的 共振 (8$22). 在 通常 共振 情况 下 ,从 零 初 始 条 件 出 发 位 移 也 会 随时 间 增 
长 (正比 于 1). 
下 面 我 们 研究 一 种 重要 的 参数 共振 情况 , 国 数 w(z) 与 常数 wo 相差 很 小 ， 
并 且 是 周期 函数 
w(t)= wi(l+ hcosyt), (27.7) 
其 中 常数 有 h<1( 可 以 认为 h 是 正 数 ,这 是 因为 总 可 以 通过 选择 时 间 起 点 来 实 
现 ). 下 面 将 会 看 到 ,如果 函数 w(z) 接 近 wo 的 两 倍 , 则 参数 共振 更 强烈 .所 以 假 
设 
7=2wo+&,， 


其 中 e 守 wo. 
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求解 运动 方程 0 
Xt wt[llt+hcos(2wo +e)t zx=0 (27.8) 
、 时 ,我 们 假设 解 的 形式 为 


z=a(i)eos( vot)it bl)sin( oot (27.9) 


2 2 

其 中 a(z) 和 65(z) 是 随时 间 变 化 很 慢 ( 与 cos 和 sin 相 比 ) 的 函数 ; 解 的 这 个 形式 自 
然 不 是 精确 的 .事实 上 ,函数 x(t) 也 包括 频率 与 wo + ef/2 相差 为 2w。+e 的 整数 倍 
的 项 .然而 ,这 些 项 是 h 的 高 阶 小 量 , 在 一 阶 近 似 中 可 以 忽略 (参见 习题 1). 


将 (27.9) 代 入 (27.8) ,保留 s 的 一 阶 项 ,这 时 假设 ~ea，65 ~eb( 这 个 假 
设 在 共振 情况 下 的 正确 性 由 结果 保证 ). 将 三 角 函 数 的 乘积 展开 为 三 角 函 数 之 
和 ,如 
3e 


eos (wo+ 二 jrcos(2o4+e)1= 三 cos(3o4+ 芝 Ji+ 广 cos[wo+ 广 ) 


等 等 ,我 们 路 去 频率 为 3{ wo + 的 项 ,结果 可 得 


一 22+ or ro joosin( wo +)e+ (26- a+ ra joocos (w+):=0. 
这 个 等 式 成 立 要 求 sin 和 cos 的 系数 都 等 于 零 . 由 此 可 得 函数 a(1) 和 65(1) 的 两 
个 线性 微分 方程 .我 们 来 求 这 两 个 方程 的 正比 于 e” 的 解 .于 是 有 





这 两 个 代数 方程 协调 条 件 为 





= 于 [全 -el|. (27.10) 
发 生 参 数 共振 的 条 件 是 ; 为 实数 ( 即 s* >0)@ .可 见 ,参数 共振 发 生 在 2w。 
附近 的 区 间 @ 


(27.11) 








@ 这 种 方程 (7 和 是 任意 的 ) 在 数学 物理 中 称 为 马 丢 方程 . 

@ 在 (27.6) 中 的 常数 py 与 的 关系 是 4= - em“ ( 当 + 替换 为 t+ 2xl2ao 时 ,在 (27.9) 中 的 sin 和 
cos 改变 符号 ) . 

@ ”如 果 只 对 共振 区 间 的 边界 感 兴趣 (对 在 内 部 * 的 表达 式 不 感 兴趣 ) , 则 计算 可 以 简化 ,只 要 注意 
到 在 边界 上 s=0, 即 (27.9) 中 系数 a 和 5 为 常数 ,这 时 我 们 立即 得 到 相应 于 区 间 (27.11) 的 边界 。= 


土 oo12. 
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这 个 区 间 的 宽度 与 h 成 正比 ,振动 增强 指数 * 在 该 区 间 有 同样 的 量 级 . 

在 系统 变化 频率 y 接近 2wo/n(n 为 任意 整数 ) 情 况 下 ,也 会 发 生 参 数 共 振 . 
但 共振 区 间 ( 不 稳定 区 间 ) 的 宽度 随 n 以 h”" 的 规律 迅速 减 小 (见习 题 2) . 振动 增 
强 指数 也 同样 减 小 . 

在 系统 存在 微弱 摩擦 时 ,也 存在 参数 共振 现象 ,但 不 稳定 区 间 变 小 .在 $25 
中 我 们 已 经 看 到 ,摩擦 使 振幅 按 e“ 的 规律 减 小 .所 以 参数 共振 时 振动 增强 规律 
为 e*-”'( 正 数 ;是 无 摩擦 情况 的 解 ) ,不 稳定 区 间 由 等 式 ; -4=0 确定 .于 是 ， 
利用 (27.10) 中 的 ,我 们 可 得 代替 (27.11) 的 共振 区 间 


-AMW (hwo/2) 4A" <e<y (hwol2) 44°. (27.12) 


注意 到 ,这 时 不 是 对 于 任意 小 的 h 都 能 发 生 共振 ,而 是 必须 大 于 一 个 确定 
的 “ 阅 值 ”h, ,在 (27.12) 情 况 下 为 


j= 
可 以 证 明 ,对 于 接近 频率 2wo/n 的 共振 , 阔 值 h 正比 于 , 即 随 着 n 增加 . 
习 题 


习题 1 试 求 在 Y=2w。 附近 共振 的 不 稳定 区 间 边 界 , 精 确 到 h” 量 级 . 
解 : 设 方程 (27.8) 的 解 形 式 为 
X=aocos(wo t+ ef/2)t + bosin(wo + ef/2)t+ 
aicos3(wo + ef/2)t + bisin3(wo, + e/2)1, 
这 里 考虑 也 的 更 高 阶 项 (与 (27.9) 比 较 ). 我 们 只 对 不 稳定 区 间 的 边界 感 兴 
趣 , 假 设 系数 a0 ,bo,a1,01 是 常数 (相应 于 在 第 83 页 的 脚注 里 提 到 的 ), 在 代入 
方程 (27.8) 时 ,将 三 角 函 数 之 积 化 为 三 角 函 数 之 和 , 略 去 频率 为 S(w 十 ef/2) 的 
项 ,这 些 项 在 更 高 阶 近似 中 才 需 要 .于 是 我 们 有 


2 2 h 2 一 
[a (et ) tat 各 osos( w+ 二 je 


2 
[6 (wet 


2 2 
[0 -80da eo (w+)+ | 5, - 8w2b, ]sn3(o, + 二 ):=0. 











2 2 2 2 
在 频率 为 wo + e/2 的 项 中 保留 一 阶 和 二 阶 小 量 ,在 频率 为 3(w + e/2) 的 项 中 保 
留 一 阶 小 量 . 每 个 方 括号 内 的 表达 式 都 应 该 分 别 等 于 零 . 由 后 面 两 个 方 括号 可 得 


/ h 
ai = 到 co， = 各， 


然后 再 由 前 两 个 方 括号 可 得 
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求解 这 个 方程 ,精确 到 h” 量 级 ,我 们 可 得 不 稳定 区 间 边 界 的 s 值 : 


beo hw 


2 32 | 
习题 2 ” 试 求 在 Y= ow 附近 共振 的 不 稳定 区 闻 边 界 . 
解 : 令 y= wo。 +g, 可 得 运动 方程 
T+t+wi[lt+hcos(wo + e)tlxr=0. 
注意 到 所 求 边界 值 = 一 久 ,我 们 求 如 下 形式 的 解 : 
X=aocos(wo +e)t+bosin(wo +e)t+aicos2(wo +e)t+hbsin(wo +e)t+c， 
在 此 式 中 同时 考虑 了 两 个 一 阶 项 .为 了 求 不 稳定 区 间 边 界 ,我们 假设 系数 都 是 常 
数 ,得 





2 


h 
| — 2wo eao + Fa + hws ci es(w +e)t+ | —2woebo 十 


2 
hwo 


7 bi |sin(o +e)t+ 





hwo hws 
| -3uia + Tao |]cos2(oo+e)t+ | — 3w2b, + 050 |sin2( wo t e)tt 
h 2 
[obert a |=0. 
由 此 可 得 
h h 
41 0 b1= 00 C1 FQ 
于 是 可 得 不 稳定 边界 : 
5 1 
e= A 0， e 二 二 wo- 


习题 3 设 平面 摆 的 悬挂 点 在 竖 直 平面 内 振动 , 试 求 此 平面 摆 微 振动 的 参 
数 共 振 条 件 . 
解 :根据 $5 的 习题 3 求 得 的 拉 格 朗 日 函数 , 微 振动 (g< 芒 1) 的 运动 方程 为 
V+ wd|1+4 $cos(2w0 + e)t jp=0， 
其 中 ol = g/1. 由 此 可 见 ,4a/l 起 着 正文 中 小 参数 及 的 作用 .条 件 (27.11) 写 成 
如 下 形式 ; 
2aVg 


$28 非 简 谐 振动 
此 前 的 微 振动 理论 建立 在 系统 势能 和 动能 分 别 展开 到 坐标 和 速度 的 二 阶 项 
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基础 上 ,这 时 运动 方程 是 线性 的 ,在 这 种 近似 下 研究 线性 振动 .在 振幅 足够 小 的 
条 件 下 这 种 近似 是 合理 的 ,然而 ,考虑 更 高 阶 的 近似 ( 称 为 非 简 谐振 动 或 者 非 线 
性 振动 ) 会 发 现 某 些 运动 ,尽管 这 些 运动 是 微弱 的 ,但 在 本 质 上 却 具有 新 的 特性 . 
我 们 将 拉 格 朗 日 函数 展开 至 3 阶 .这 时 势能 中 出 现 坐标 x; 的 3 阶 项 ,在 动 
能 中 出 现 速度 和 坐标 的 乘积 , 如; Zizi. 与 表达 式 (23.3) 不 同 的 是 ,在 函数 
ax(9) 的 展开 式 中 保留 了 x 的 一 阶 项 .于 是 , 拉 格 朗 日 函数 的 形式 为 


L = ACE 一 ear) + ERE - § Err, 
(28.1) 
其 中 mw ,lw 是 新 的 常 系数 . 
如 果 从 任意 坐标 zx; 变换 到 简 正 坐 标 Q, (线性 近似 ) , 则 由 于 变换 是 线性 的 ， 


(28.1) 的 第 3 和 第 4 个 和 变 为 类 似 的 和 ,其 中 坐标 x, 和 速度 z, 将 被 Q, 和 Q， 
代替 .我 们 将 这 些 和 的 系数 用 4%, 和 和 ow, 表示, 拉 格 朗 日 函数 可 写成 
L= 550, -wiQ)+ FE Q, QQ -到 ZrQ.QiQ:， 
(28.2) 
我 们 不 想 完 整地 写 出 这 个 拉 格 朗 日 函数 导出 的 运动 方程 .这 个 方程 的 形式 
为 
Q.+owoQ.=A(Q,Q,Q)， (28.3) 
其 中 人 是 坐标 Q 及 其 对 时 间 导 数 的 二 次 齐 次 函数 ， 
利用 逐 阶 近似 的 方法 ,我 们 求 方程 的 如 下 形式 的 解 : 
Q.= QV + QY, (28.4) 
其 中 Q2<Q ,函数 QW 满足 “无 扰 ” 方 程 


QD 十 wQY =0， 


即 为 通常 的 简 谐振 动 
Q = a,cos( wt + a, ). (28.5) 
在 高 一 阶 近似 中 ,在 (28.3) 右 端 只 保留 到 二 阶 小 量 ,可 得 Q? 的 方程 
Q2 +w QV = 六 (QQ ,0°), (28.6) 


其 中 右 端 应 该 代入 (28.5) .结果 我 们 得 到 线性 非 齐 次 微分 方程 ,其 右 端 可 以 变换 
为 简单 周期 函数 之 和 .例如 


QV QD 一 CeQpcOS( wt + as )cos( wat + ap ) 


= aap [cos[ (w, + wa)t tas tas]lt+cosl(w, — wa)t+oa,— ag]}. 
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于 是 方程 (28.6) 右 端 各 项 相应 于 频率 为 系统 固有 频率 之 和 、 之 差 的 振动 . 方 
程 的 解 应 该 包含 同样 周期 的 因子 ,因此 在 二 阶 近似 中 ,在 频率 为 w。 的 简 谐振 动 
上 附加 了 频率 为 

We 士 op (28.7) 
的 振动 (也 包括 倍 频 和 零 频 , 零 频 相应 于 常数 位 移 ). 这 些 称 为 组 合 频 率 . 组 合 振 
动 的 振幅 正比 于 简 谐 振动 的 振幅 之 积 asas( 或 者 ea: ) ， 

在 拉 格 朗 日 函数 的 展开 式 中 考虑 更 高 阶 小 量 的 近似 中 ,出 现 的 组 合共 振 的 
频率 是 更 多 频率 的 和 与 差 ,此 外 还 会 出 现 一 个 新 现象 . 

这 就 是 ,在 3 阶 近似 的 组 合 频率 中 出 现 与 原 频率 w, 一 致 的 w. + op - ws. 在 
应 用 上 述 方法 时 ,运动 方程 右 端 将 有 共振 项 ,导致 方程 的 解 中 出 现 随时 间 增 长 的 
振幅 .但 是 ,从 物理 意义 显然 可 知 , 没 有 外 部 能 量 来 源 的 封闭 系统 不 可 能 自己 增 
大 振动 强度 . 

事实 上 ,在 高 阶 近 似 中 基 频 w%, 与 出 现在 势能 二 次 表达 式 中 “无 扰 ? 值 。， 相 
比 发 生 了 变化 .在 解 中 出 现 随时 间 增 长 项 ,是 因为 下 面 类 型 的 展开 式 

cos{ wh + Aw, ) tcos( wt) — tAw, sin( wr) 
在 :足够 大 时 ,显然 不 合理 

因此 ,在 研究 下 一 阶 近似 时 , 逐 阶 近似 方法 的 形式 需要 改变 ,要 使 出 现在 解 
中 的 周期 因子 ,从 开始 就 包含 准确 的 而 不 是 近似 的 频率 .由 运动 方程 的 解 无 共振 
项 条 件 可 以 确定 频率 的 改变 ， 

我 们 用 单 自由 度 振动 介绍 这 种 方法 ,将 拉 格 朗 日 淆 数 写成 








和 法 mi mo 2_ma 3 mp 4 
本 FI I A- (28.8) 
相应 的 运动 方程 为 
Xt+w r= ar -Br’. (28.9) 
我 们 将 寻求 级 数 形式 的 逐 阶 近似 解 
X= +r +r, 
并 且 
x = acoswt (28.10) 


中 精确 的 w 将 在 后 面 以 级 数 形式 w= wo + w+ w+… 求 解 出 来 (适当 选择 
初始 时 刻 ,总 可 以 使 初始 相位 角 等 于 零 ) .但 是 这 时 方程 (28.9) 不 是 很 方便 ,这 是 
因为 代入 (28.10) 后 ,方程 的 右 端 不 是 严格 等 于 零 .所 以 我 们 预先 将 该 方程 形成 
等 价 形式 


2 


2 
人 toiz= -amp 人 1- 国信 (28.11) 
ww 
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此 处 假设 x =x 路 +z 中 oo= oo+w2 , 略 去 二 阶 以 上 的 小 量 ,可 得 x 的 方程 
TO + oz = 一 aa2zcos wt +2w0w' a coswt 


2 
aa” al” 
= -cos(26t) +2w0w' a coswt. 


2 2 
等 式 右 端 无 共振 项 的 条 件 容易 给 出 w' =0, 这 与 本 节 开 始 所 讲 的 二 阶 近似 方法 
一 致 .此 后 ,求解 非 齐 次 线性 方程 可 得 


2 
X= 一 2 oa cos(2or)， (28.12) 
2owl 6wo 


进一步 ,在 (28.11) 中 假设 莹 = rz + + ,w= wt+w ,可 得 Xx 中 的 
方程 














EC RN 
或 老将 该 方程 右 端 代 人 (28.10) 和 (28.12) ,经 过 简单 的 变换 得 
VY +twr = -a [4 十 Er |eos(30) +a 200 十 卫生 一 Fa B |eoset 
令 共 振 因 子 coswt 的 系数 等 于 零 , 可 得 对 基 频 的 修正 量 
= ( 续 - 这 Bt (28.13) 
它 正 比 于 振幅 的 平方 .于 是 ,3 阶 组 合 振 动 为 
3) a” a” 1+18 
Xx 一 一 天 (B+ jeos(3o). (28.14) 
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在 强迫 振动 中 计 入 非 简 谐 项 ,在 共振 现象 中 会 出 现 本 质 的 新 特性 . 
在 方程 (28.9) 右 端 加 入 周期 (频率 为 y) 外 力 ,得 


14242+ ai 二 cos yt — ar’ Bra， (29.1) 


其 中 考虑 了 阻尼 系数 为 *( 下 面 假设 为 小 量 ) 的 摩擦 力 . 严 格 地 讲 , 在 自由 振动 方 
程 中 考虑 非 线性 项 的 同时 ,也 应 该 考虑 强迫 力 幅 值 中 的 高 阶 项 ,这 些 高 阶 项 对 应 
于 强迫 力 对 位 移 x 可 能 的 依赖 关系 .我 们 不 计 人 这 些 项 仅仅 是 为 了 简化 公式 ， 
它们 不 改变 现象 的 本 质 . 

设 

Y=wote 

(e 是 小 量 ) , 即 接近 于 通常 的 共振 .利用 下 面 的 方法 ,我 们 不 研究 方程 (29.1) 就 
可 以 探讨 所 产生 运动 的 特性 . 

在 线性 近似 中 ,在 共振 附近 ,强迫 振动 的 振幅 5 对 外 力 幅 值 f 和 频率 y 的 依 
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赖 关 系 由 (26.7) 给 出 ,该 公式 可 以 写成 


pe+a)=— 万 (29.2) 
4m’ wo 
振动 的 非 线 性 导致 固有 频率 对 振幅 的 依赖 ,将 固有 频率 写成 
wo + Xb ， (29.3) 


其 中 常数 x 可 以 用 非 简 谐 系数 表示 (参见 (28.13)). 相 应 地 ,在 公式 (29.2) 中 
(确切 地 说 是 在 很 小 的 差 y wo 中 ) 用 wu + Xb? 代替 wo 
仍 采 用 记号 。= y - oo ,结果 可 得 方 各 
pl(e— Xb) tA] = (29.4) 


Nn” wo 


或 者 





c= xb 1 (ns) -2 

方程 (29.4) 是 5 的 三 次 方程 , 它 的 实 根 确定 强迫 振动 的 振幅 .在 给 定 外 力 
幅 值 f 时 ,我们 研究 这 个 振幅 对 外 力 频 率 的 依赖 关系 . 

当 了 足够 小 时 ,振幅 5 也 很 小 ,可 以 在 (29.4) 
中 忽略 5 的 二 阶 以 上 项 ,我 们 就 得 到 函数 关系 
b(e)( 参 见 (29.2)), 用 极 大 值 点 为 e=0 的 对 称 曲 
线 表示 (图 32a). 随 着 f 的 增 大 ,曲线 发 生变 形 , 开 
始 还 保持 其 特性 , 即 有 一 个 极 大 值 (图 32b) ,但 极 e 
大 值 移动 到 正 s 一 边 ( 当 x>0 时 ). 这 时 方程 6 
(29.4) 的 3 个 根 中 只 有 一 个 是 实数 . 

然而 ,从 某 个 特定 值 f= fi( 我 们 下 面 再 确 b 
定 ) 开 始 ,曲线 的 性 质 发 生 改变 .对 于 每 个 /> /. 
都 存在 方程 (29.4) 有 3 个 实 根 的 区 域 , 相 应 于 图 
32c 中 的 BCDE. 

在 了 点 和 C 点 的 条 件 db/de = % 确 定 这 个 
区 域 的 边界 .将 方程 (29.4) 对 。 求 导 得 

db _ — ebt+ xo’ 
de e 十 和 2 一 4Xep2 十 3X 6 
所 以 确定 DD 点 和 C 点 位 置 的 方程 为 (29.4) 和 
ez 一 4Xep2 +3X b++A=0. (29.5) 

e 的 两 个 值 都 是 正 的 .在 db/de =0 的 点 ,振幅 达到 最 大 值 . 这 时 s = Xb?, 由 
(29.4) 得 


J 一 0 


£ 
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p= (29.6) 


2mwoa 
这 个 值 与 (29.2) 给 出 的 最 大 值 相同 . 

可 以 证 明 ( 我 们 不 在 这 里 给 出 )?, 方 程 (29.4) 的 3 个 实 根 中 的 中 间 根 ( 即 图 
32c 上 虚线 段 CD ) ,相应 于 不 稳定 振动 :任意 小 的 微弱 作用 都 会 使 系统 转 到 相应 
于 较 大 根 或 者 较 小 根 的 振动 ( 即 BC 或 者 DE 段 ). 

因此 ,只 有 ABC 和 DEF 两 个 分 支 对 应 着 系统 的 实际 振动 .这 时 存在 允许 两 
个 不 同 振幅 的 频率 区 域 是 非常 重要 的 特性 .所 以 ,在 外 力 频率 逐渐 增 大 时 ,强迫 
振动 的 振幅 沿 着 曲线 ABC 增 大 .在 C 点 振幅 发 生 间 断 , 跃 落 到 瓦 点 ,然后 (在 
继续 增 大 频率 情况 下) 党 着 曲线 EF 变化 .如 果 现 在 减 小 频率 ,强迫 振动 振幅 将 

沿 着 FD 变化 ,在 D 点 突 跳 到 日 点 ,然后 沿 着 BA 减 小 . 

为 了 计算 f, ,我 们 注意 到 ,这 是 (45 的 ) 二 次 方程 (29.5) 有 重 根 时 对 应 的 了 . 
当 /= f 时 整个 曲线 段 CD 变 为 一 个 拐点 . 令 二 次 方程 (29.5) 的 判别 式 等 于 零 ， 
得 e? = 3X? ,相应 的 根 为 xb? =2s13. 代 人 方程 (29.4) 可 得 
32m’ wia’ 

3V31X| 

当 ys*oo 时 ,振动 的 非 线性 除了 使 共振 性 质 改 变 ,还 导致 出 现 新 型 的 共振 ， 
即 频率 远离 w 的 外 力 可 以 激 起 频率 接近 w 的 振动 . 

设 外 力 频 率 为 y 关 oo/2, 即 


fi = (29.7) 





Y= wo/2+e. 
在 一 阶 线性 近似 中 ,外 力 激 起 同 频率 的 振动 ,振幅 与 外 力 幅 值 成 正比 , 即 
»_ 4f 0 
x = zeos (多 + 


(根据 公式 (22.4)). 考 虑 非 线 性 后 ,在 二 阶 近 似 中 ,在 方程 (29.1) 右 端 出 现 频率 
为 2y = wu 的 项 .就 是 说 ,将 z' "代入 方 程 
EO 2 tort ar +t Br = -art02， 
引用 倍 和 角 的 余弦 并 在 方程 右 端 仅 保留 共振 项 ,得 
.(2) 。 (2) 2 (2) (2)2 03 8af 
xr” +2AxX twrx 十 az 十 ARr = gm 
这 个 方程 与 (29.1) 的 不 同 之 处 仅 在 于 ,表达 式 中 力 的 幅 值 上 换 成 了 户 . 这 就 是 
说 ,这 种 共振 与 前 述 ys we 共振 性 质 相 同 , 但 强度 较 小 .在 方程 (29.4) 中 用 


-8aF/(9x ay) 代替 f( 以 及 用 2e 代替 es), 可 得 函数 关系 5b(e): 


cos(wo +2e)t.(29.8) 








中 证 明 可 以 在 下 面 书 中 找到 :H.H. Boronto6os,1O. A. MrpononpcKkH 首 , AcHMrTorrqueckwe Meromht B 


TeopHH HeniHHetHPIX Kone6annit. — M. :DnamaTrn3, 1958. 
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16a° f° 





b°[(2e— X60) + A = rm (29.9) 
下 面 设 外 力 频 率 为 
Y=2wo +t+e. 
在 一 阶 近 似 中 有 
Xx = 一 zcos(20 + e)t. 


将 x= xz， + x 代入 方程 (29.1) ,我 们 得 不 到 像 前 一 种 情况 下 的 具有 共振 外 力 
性 质 的 项 .但 由 于 正比 于 xz" x 的 3 阶 项 而 产生 参数 共振 .如 果 在 所 有 非 线 性 
项 中 仅 保留 这 一 项 , 则 得 z ”的 方程 : 





证 2 十 2 和 郑 2 + or = -2art x 
或 者 
(2) » (2) 2 一 2af (2) 
二 24Z + ?1 3 rcos(2wo + e)t =0， (29.10) 
mwo 


这 是 (27.8) 类 型 的 方程 (考虑 摩擦 ) ,在 一 定 的 频率 区 间 内 振动 不 稳定 . 
但 是 ,为 了 确定 合成 振幅 ,这 个 方程 还 不 够 .最 终 振幅 的 确定 与 非 线 性 效应 
相关 ,为 此 在 运动 方程 中 应 该 保留 z” 的 非 线性 项 : 


。。 。 2 
£2 242 + wx? 十 ox + Br =3 Qf cos[ (26, 十 e)z] 工人) 
mawo 





(29.11) 
注意 到 下 面 的 情况 ,研究 这 个 问题 可 以 大 大 简化 .在 方程 (29.11) 右 端 , 令 


z=beos| (wo+ 瑟 )e+3| 


(其 中 5 是 待 求 的 共振 振幅 ,常数 $ 是 相位 平移 , 它 对 后 面 研究 不 重要 ) ,同时 将 
两 个 周期 因子 之 积 写成 两 个 余弦 之 和 ,可 得 


areos[ (oo + 一 |. 
这 是 具有 通常 共振 性 质 的 项 (对 于 固有 频率 wo ) .所 以 问题 又 转化 为 本 节 开 始 段 


落 研 究 的 通常 的 非 线性 系统 共振 ,区 别 仅 在 于 afe/(3ma) 起 到 外 力 幅 值 的 作用 
(用 ef/2 替换 了 s) .在 方程 (29.4) 中 做 这 样 的 替换 ,得 


2 2 Ar2 了 2 
[和 


36m’ wo 
求解 该 方程 得 可 能 的 振幅 值 : 





b=0, (29.12) 
pis 人 of ) -*| (29.13) 


3 
6 mewo 
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p= i[s (a ) 2 | (29.14) 


3 
mewo 





图 33 


图 33 画 出 了 所 得 的 5b 对 e 的 依赖 关系 (对 于 X>0, 当 X<0 时 曲线 方向 相 
反 ).B 点 和 C 点 相应 于 





e 二 十 (< ) -4 


3 mwo 

在 B 点 左边 只 可 能 有 45=0, 即 没有 共振 ,也 不 可 能 激发 频率 为 wo 的 振动 .在 B 
和 C 之 间 有 两 个 根 : =0( 图 33 上 线段 BC) 和 表达 式 (29.13) (分支 BE).C 点 
右边 存在 3 个 根 (29.12) 一 (29.14). 但 是 ,不 是 所 有 这 些 值 都 对 应 稳定 振动 .在 
BC 段 上 上 5=0 不 稳定 ,并 且 可 以 证 明 , 相 应 于 根 (29.14)( 位 于 另外 两 个 根 之 
间 ) 的 振动 总 是 不 稳定 的 .在 图 33 上 不 稳定 的 5 值 用 虚线 表示 . 

我 们 研究 外 力 频 率 逐 渐 减 小 的 情况 下 ,初始 “静止 "系统 的 行为 .在 到 达 C 
点 之 前 =0, 然 后 跳跃 到 分 支 EB 上 .继续 减 小 ,振幅 在 B 点 减 小 到 零 .反之 ， 
增 大 频率 使 振幅 沿 着 BE 增 大 . . 

我 们 所 研究 的 共振 是 产生 在 非 线 性 振动 系统 中 的 主要 情况 .在 更 高 阶 近似 
中 会 出 现 其 它 频率 的 共振 .严格 地 讲 , 共 振 应 该 发 生 在 满足 关系 式 ny + mw。 = 
wo (m,n 是 整数 ) 的 任意 频率 y 上 ,也 就 是 说 ,在 任意 的 y= pwo/q(p,g 是 整数 ) 





@ 这 一 段 栓 好 相应 于 参数 共振 区 间 (27.12) ,比较 (29.10) 和 (27.8) 有 jh1=2afi(3mws). 所 研究 
现象 可 能 存在 的 条 件 


20f 


3 mwd 











>44 


相应 于 不 等 式 > 有. 

@ 注意 ,我 们 这 里 研究 的 只 是 共振 ,没有 共振 并 不 意味 着 系统 静止 ,系统 存在 频率 为 y 的 微弱 强迫 
振动 . 

@ 注意 ,所 有 给 出 的 公式 只 有 在 振幅 6( 以 及 se) 足 够 小 情况 下 成 立 .事实 上 ,曲线 BE 和 CF 以 后 相 
交 于 一 点 ,达到 这 点 时 振动 停止 而 且 5 = 0. 
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情况 下 ,都 应 该 发 生 共振 .但 是 , 随 着 近似 阶 数 的 增加 ,共振 现象 的 强度 (以 及 发 
生 共振 的 频率 区 间 ) 迅 速 减 小 ,实际 上 可 以 观察 到 的 共振 只 能 是 ys twoja 并 且 
p,q 的 值 都 不 大 的 情况 . 





习 题 
习题 ” 试 求 在 频率 ys3mw 上 共振 的 函数 关系 5b(e). 
解 : 在 一 阶 近 似 中 
= 一 也 zcos[ (3uo + e)t]. 
87zc0 
对 二 阶 近 似 x ,由 (29.1) 可 得 方程 
EO FALD + wr + or + Br = -3Br x? 


其 中 等 式 右 端 只 写 出 了 导致 所 研究 共振 的 项 .在 该 方程 中 假设 
z 中 =bcos[ (wo+ 生 :+8] 并 从 3 个 余 弱 的 来 积 中 分 出 共振 项 ,可 得 方程 
右 端 表达 式 为 





3 有 f ( FE), 
es| 0 对 2 


由 此 可 见 ,b 对 e 的 依赖 关系 ,可 以 在 方程 (29.4) 中 用 38p2 /1(32maow3 ) 代 替 了 ， 
用 ef/3 代替 E 求 得 : 


2 2 72 
好 | (于 一?] + 和 | = oA. 


2 m’ we 
这 个 方程 的 根 为 


p=0, p= E+ A 1 /和 4 2 
3X 2X XN 3X 4X 
在 图 34 上浮 出 了 6 对 e 的 依赖 关系 的 特征 曲 
线 (X>0).0=0( 横 轴 ) 和 分 支 AB 对 应 于 稳定 振 
动 .A 点 相应 的 值 为 
_ 3(4X 247 — A’) p24X A +A? 
4XA ‘ 4XA | 
只 有 在 e>e 和 b>>b 情况 下 存在 振动 .由 于 状态 图 34 
=0 总 是 稳定 的 ,因此 为 了 激 起 振动 ,初始 的 “ 推 
所 得 的 公式 只 有 在 。 足够 小 时 才 成 立 . 如 果 力 的 幅 值 满足 条 件 47/w, < 
A/X<K oo, 则 1 是 小 量 可 以 保证 se 为 小 量 . 








大 
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§ 30 快速 交 变 场 中 的 运动 


我 们 研究 同时 受 定常 场 U 和 随时 间 变 化 的 高 频 力 
f= ficoswt + 户 sinowt (30.1) 
作用 的 质点 的 运动 ,其 中 fi, ,f, 是 坐标 的 区 数 .高 频 是 指 频 率 满足 条 件 w > 1/T， 
其 中 工 与 质点 在 定常 场 U 中 运动 周期 同 量 级 .从 数量 上 讲 , 力 f 不比 场 U 的 作 
用 力 弱 .但 是 我 们 将 假设 这 个 力 引 起 的 振动 位 移 很 小 (以 下 用 & 表示 ). 
为 了 简化 计算 ,我 们 首先 研究 在 仅 依赖 于 一 个 空间 坐标 z 的 力 场 中 的 一 维 
运动 .那么 质点 运动 方程 为 中 
mz= -907+ (30.2) 


由 作用 在 质点 上 力 场 的 性 质 可 知 ,质点 的 运动 是 沿 着 某 个 平稳 的 轨迹 移动 ， 
同时 在 轨迹 附近 做 一 维 小 幅 振动 (频率 为 w). 因 此 我 们 假设 函数 z(t) 的 形式 为 
X(t)= X(t) + é(z), (30.3) 
其 中 &(z) 是 微 振动 . 
函数 6(z) 在 其 周期 2x/w 之 内 的 平均 值 等 于 零 , 但 函数 X(i) 在 这 段 时 间 内 
变化 很 小 . 若 用 字母 上 面 加 横 线 表示 平均 值 , 则 有 元 =X(t), 即 函数 X(t) 描 述 
按 快速 振动 平均 化 以 后 得 到 的 “平稳 ”运动 .我 们 来 推导 确定 这 个 函数 的 方程 2. 
将 (30.3) 代 入 (30.2) 并 按 & 展开 ,精确 到 一 阶 项 ,得 


_dU 
dX 


在 这 个 方程 中 出 现 了 不 同性 质 的 项 , 即 振动 项 和 平稳 项 .显然 ,应 该 在 这 两 组 的 
每 一 组 中 分 别 相 消 . 对 于 振动 项 ,只 需 写 出 
m &€= /(X,1), (30.5) 


其 它 项 包含 小 量 &, 比 我 们 写 出 的 项 小 很 多 (导数 8 正比 于 w? ,不 是 小 量 ). 将 
(30.1) 代 人 (30.5), 积 分 (这 时 将 X 看 作 常 数 ) 得 


s= -了 (30.6) 


mo 
现在 ,我 们 将 方程 (30.4) 对 时 间 平 均 ( 按 上 面 所 指 的 意思 ). 因 为 一 阶 的 f 和 & 的 
平均 值 为 零 ,可 得 方程 


mX= 


m¥+mé= 





2 
9 





dU af _ dU 1 


_ of 
dx ts 


3X™ dX No/ x 








中 坐标 x 不 一 定 是 笛 卡 儿 坐 标 , 相 应 的 系数 m 不 一 定 是 质点 的 质量 ,也 不 一 定 像 在 (30.2) 中 那样 
假设 是 常数 .但 是 ,这 个 假设 并 不 影响 最 后 的 结果 ( 见 后 面 ). 
加 下 述 方 法 是 基于 卡 皮 采 (1951,IT. 并. Kanmue) 的 思想 . 
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该 方程 只 包含 函数 X(z) .最 后 重新 写成 


0 dU 
m= eff 


dd (30.7) 
其 中 “等 效 势 能 ”为 0 
Ua= Ut rf = Utas(f +f). (30.8) 
mw 4mw 


比较 此 式 和 (30.6) 可 见 ,附加 的 项 (与 场 U 相 比 ) 不 是 别 的 , 正 是 振动 动能 的 平 
均值 





Us=U+é". (30.9) 


可 见 , 质 点 的 运动 对 振动 平均 后 ,就 像 在 定常 场 U 之 外 还 有 一 个 附加 的 定 
常 场 , 该 附加 场 依赖 于 变 场 幅 值 的 平方 . 

所 得 的 结果 很 容易 推广 到 用 广义 坐标 9 描述 的 任意 自由 度 系统 .等 效 势能 
表达 式 ( 代 赫 (30.8)) 为 


Us = Ut arfh = Ut DSEé, (30.10) 
wk i 


其 中 ex (一 般 来 说 为 坐标 的 函数 ) 是 动能 系数 ax (参见 (5.5)) 构 成 的 矩阵 之 道 
矩阵 的 元 素 . 


习 题 


习题 1 试 求 摆 的 稳定 平衡 位 置 , 假 设 悬 挂 点 以 高 频 y(y 之 Wg11) 在 坚 直 
方向 振动 . 
解 : 由 35 的 习题 3 情况 ec 所 得 的 拉 格 朗 日 函数 可 知 ,在 这 种 情况 下 , 变 力 
为 
f= ~ mlay’ cosytsing 


(用 角 gp 代替 工 ) .所 以 等 效 势能 为 


2 /2 


Uc 三 mad 一 cosOP 十 4 sin? ?)- 
稳定 平衡 位 置 相应 于 这 个 函数 取 极 小 值 . 摆 竖 直 向 下 (p =0) 总 是 稳定 的 .在 满 
足 条 件 





a’y’>22gl 
的 情况 下 , 摆 紧 直 向 上 (p=r) 也 是 稳定 的 ， 
习题 2 同上 题 ,但 悬挂 点 水 平 振动 . 





中 在 m 依赖 于 x 的 情况 下 ,经 过 较 长 的 计算 可 以 证 明 , 公 式 (30.7) 和 (30.8) 还 是 正确 的 . 
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解 :由 8$5 的 习题 3 情况 hb 所 得 的 拉 格 朗 上 日 函数 可 知 , 三 = milay’cosyYtcosg， 
然后 可 得 


2 2 
Us= megl | — cosp+ 和 cos” OP | . 





如 果 a?7y <2gl, 则 平衡 位 置 p=0 稳定 .如 果 a*y?>2gl, 则 稳定 平衡 位 置 相应 
于 





2 
cosg = . 
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刚体 的 运动 





$31 角速度 


在 力学 中 刚体 是 指 质点 间距 离 保持 不 变 的 质点 组 成 的 系统 . 当然, 自然界 中 
的 实际 系统 满足 这 个 条 件 只 能 是 近似 的 .通常 情况 下 ,大 部 分 固体 的 形状 和 尺寸 
变化 很 小 ,在 研究 它 作 为 一 个 整体 的 运动 规律 时 ,完全 可 以 不 考虑 这 些 变化 . 

为 了 推导 方便 ,我 们 下 面 将 刚体 当 作 离散 质点 的 集合 .然而 ,这 与 力学 中 将 
刚体 当 作 连续 体 而 不 考虑 内 部 结构 并 不 矛盾 .将 当 作 离散 质点 系 得 到 的 公式 转 
换 为 当 作 连续 体 的 公式 ,只 需 将 质点 的 质量 换 成 体积 微 元 dV 包含 的 质量 pd V 
(其 中 po 是 刚体 的 密度 ) 并 对 这 个 刚体 积 

为 了 描述 刚体 的 运动 ,我 们 引入 两 个 坐标 系 ; “固定 ”坐标 系 , 即 惯性 坐标 系 
XYZ ,以 及 与 刚体 固 连 并 参与 刚体 全 部 运动 的 
动 坐标 系 zx, = zx,x; =y,zi=z. 取 刚体 质心 为 
动 坐标 系 原点 比较 方便 . 

刚体 相对 固定 坐标 系 的 位 置 完 全 由 动 坐 标 
系 的 位 置 确定 . 设 径 矢 R 表示 动 坐标 系 原点 的 
位 置 (图 35). 动 坐标 系 的 坐标 轴 相 对 固定 坐标 
系 的 指向 由 3 个 独立 的 角 确 定 ,连同 径 矢 R 的 
分 量 共 有 6 个 坐标 .因此 ,刚体 有 6 个 自由 度 . 

我 们 研究 刚体 的 无 穷 小 位 移 ,可 以 将 其 表示 图 35 
为 两 个 位 移 之 和 .其 中 一 个 是 无 穷 小 的 平移 ,使 
质心 从 初 位 置 变 为 末 位 置 ,但 不 改变 动 坐标 轴 的 指向 .第 二 个 是 绕 质 心 的 无 穷 小 
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转动 ,使 刚体 达到 最 终 位 置 . 
我 们 将 刚体 上 任意 点 了 在 动 坐标 系 中 的 径 矢 用 + 表示 ,而 在 固定 坐标 系 中 
的 径 矢 用 f 表示 .那么 PP 点 的 无 穷 小 位 移 dr 等 于 质心 位 移 dR 与 绕 质 心 转动 
无 穷 小 角度 de 产生 的 位 移 dy Xr 之 和 (参见 (9.1)): 
dtr=dRi+dpxr. 
将 等 式 除 以 位 移 发 生 的 时 间 dz ,并 引入 速度 


dT _ dR _ 


dp 
一， TY ， 2 ， (31.1) 


dt dr 





可 得 
了 中 三 了 + 人 2Xr. (31.2) 
矢量 Y 是 刚体 质心 的 速度 , 称 为 刚体 平 动 速度 .矢量 只 是 刚体 转动 角 速 


定 坐 标 系 ) ,可 以 用 刚体 平 动 速度 和 转动 角速度 表示 . 
需要 着 重 指出 ,在 推导 公式 (31.2) 时 没有 使 用 坐标 原点 与 质心 重合 的 特点 . 
在 后 面 计算 运动 刚体 动能 时 ,我 们 再 解释 这 样 选 坐标 原点 的 好 处 . 
下 面 设 与 刚体 固 连 的 坐标 系 的 原点 不 在 质心 O ,而 在 距离 O 点 为 a 的 O“. 
坐标 原点 O 的 平移 速度 为 V ,转动 角速度 为 有 2 
我 们 重新 研究 刚体 上 任意 点 P, 用 r 表示 其 相对 O’ 点 的 径 矢 . 因此 有 r= 
r +a, 代 入 (31.2) 得 
v=V+QRxXatQxr.. 
另 一 方面 ,根据 六 和 有 的 定义 ,应 该 有 mw = V+ xr .所 以 我 们 可 得 如 下 结 
论 : 
VV=V+Qxa, =0. (31.3) 
第 二 个 等 式 非常 重要 .我 们 可 以 看 出 ,与 刚体 固 连 的 坐标 系 在 任意 时 刻 的 转 
动 角速度 与 这 个 坐标 系 无 关 . 所 有 这 样 的 坐标 系 在 同一 时 刻 绕 相 互 平行 的 轴 以 
大 小 相同 的 角速度 8 转动 .这 使 我 们 有 理由 将 8 称 为 刚体 的 角速度 .而 平 动 速 
度 没 有 这 样 “ 绝 对 的 "性 质 . 
由 (31.3) 的 第 一 个 公式 可 知 ,如 果 在 坐标 原点 O 的 某 种 选择 下 V 与 (在 
给 定时 刻 ) 相 互 垂直 , 则 对 于 任意 选择 的 原点 O', 它 们 (V 和 ) 也 是 相互 垂直 . 
由 (31.2) 可 知 ,这 种 情况 下 所 有 点 的 速度 都 位 于 一 个 平面 内 , 即 在 垂直 于 2 的 
平面 内 .这 时 总 可 以 选择 坐标 原点 O“ 使 速度 Y =0, 刚 体 运 动 (在 给 定时 刻 ) 就 





中 当然 , 它 可 以 选 在 刚体 之 外 . 
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是 绕 过 O“ 的 轴 转 动 .这 个 轴 称 为 刚体 瞬时 转动 灿 @ . 
今后 我 们 总 是 假设 动 坐 标 系 原点 选 在 刚体 质心 ,因此 瞬时 转动 轴 也 通过 质 
心 .一 般 来 说 , 当 刚 体 运动 时 ,0 的 大 小 和 转动 轴 的 方向 也 都 会 变化 . 
$32 惯性 张 量 
为 了 计算 刚体 的 动能 ,我 们 将 刚体 当 作 离 区 质点 系 , 因 此 有 
下 二 = 2 mu’ 


里 对 刚体 的 所 有 质点 求 和 .为 了 书 写 公 式 简 便 .此 处 和 下 面 我 们 省 紫 了 下 标 ， 
将 公式 (31.2) 代 入 得 


T= 2 FVY+oxr) = 2 FV + mV (Oxr) + FQ xr). 
对 刚体 的 所 有 质点 V 和 0 都 相同 .所 以 在 第 一 项 中 V?/2 可 以 移 到 求 和 号 之 
外 , ,wm 是 刚体 的 质量 ,我们 用 w 表示 .第 二 项 写成 
DIV (Rxr) = Dmr: (VxQ)= VxQ. Dmr. 
由 此 可 见 , 如 果 坐 标 原点 选 在 刚体 质心 , 则 由 于 > ,mr = 0 , 故 这 一 项 等 于 零 . 
最 后 ,我 们 展开 第 3 项 中 矢量 积 的 平方 ,结果 得 
T= 2 +5Dmor (2.r)]. (32.1) 


于 是 ,刚体 动能 可 以 写成 两 个 部 分 之 和 . (32.1) 的 第 一 项 是 平 动 的 动能 ,其 
形式 如 同 整个 刚体 质量 集中 在 质心 .第 二 项 是 刚体 以 角速度 2 绕 质心 转动 的 动 
能 .需要 强调 指出 , 正 是 由 于 坐标 原点 选 在 质心 上 , 才 有 动能 分 解 为 两 部 分 的 可 
能 性 . 

我 们 将 转动 动能 写成 张 量 形式 ,用 + ,8 的 分 量 x; , 0, 表示 为 


Ty, = ES3 m| Oz? 一 0,x, Qixe | = 于 m | QQ? 一 OOuzize | 





二 3 00 Dm (rd 一 iu ). 


这 里 用 到 了 但 等 式 Q, = 9x04 ,其 中 0 是 单位 张 量 (其 分 量 在 i=& 时 等 于 1, 在 
i 隆 k 时 等 于 零 ). 引 入 张 量 





QD 在 YY 与 有 不 平行 的 一 般 情 况 下 ,可 以 选择 坐标 原点 使 Y 与 及 平行 , 即 运 动 (在 给 定时 刻 ) 是 绕 
某 个 轴 的 转动 与 沿 该 轴 的 平 动 之 和 . 

@ 在 本 章 字 母 i,j,k 表示 张 量 的 下 标 , 可 取 值 1,2,3. 这 时 采用 已 知 的 求 和 规则 , 按 此 规则 省 略 求 
和 号 ,两 次 重复 出 现 的 下 标 ( 也 称 * 哑 "下 标 ) 就 意味 着 对 1,2,3 求 和 ,例如 A;B; = A'B,A?= AA,=A? 
等 等 .显然 “ 哑 " 下 标的 表示 可 以 任意 改变 (只 要 它 不 与 该 式 子 中 使 用 的 其 它 下 标 一 样 ). 
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1 = Djym (ri — XT ), (32.2) 
最 终 可 得 刚体 动能 表达 式 为 
uvVv:,l1 
T= + 3 TQ. (32.3) 
将 (32.3) 减 去 势能 可 得 刚体 的 拉 格 朗 日 函数 
L= tm U. (32.4) 





一 般 情 况 下 势能 是 确定 刚体 位 置 的 6 个 变量 的 函数 ,例如 质心 的 3 个 坐标 X， 
Y,2Z 和 确定 动 坐 标 轴 相 对 固定 坐标 轴 方 向 的 3 个 角 . 
张 量 I 称 为 刚体 惯性 和 矩 张 量 ,或 者 简称 刚体 惯性 张 量 .由 定义 (32.2) 可 知 
其 对 称 性 , 即 
Tx = Li. (32.5) 
为 了 清楚 起 见 ,我 们 将 惯性 张 量 的 分 量 写成 显 式 
Dm(ly’ + z”) 一 Djmzy 一 了 mazz 
1 = 一 Pymyr > + z’) 一 Dj myz . (32.6) 
一 了 ，7azz 一 了 > rzy Dm(r? + y) 
分 量 , , 1 , 1: 有 时 称 为 对 相应 坐标 轴 的 转动 惯量 . 
显然 ,惯性 张 量 可 以 相 加 , 即 刚体 转动 惯量 等 于 其 各 部 分 转动 惯量 之 和 . 
如 果 将 刚体 当 作 连续 体 , 则 在 定义 (32.2) 中 的 求 和 改 为 对 刚体 积分 : 
1 = JeCr?a — Xr)dV. (32.7) 


像 任何 二 阶 对 称 张 量 一 样 ,惯性 张 量 可 以 通过 选择 坐标 轴 x ,za ,zs 的 方 
向 对 角 化 .这 些 方向 称 为 惯性 主轴 ,而 惯性 张 量 相应 的 分 量 称 为 主 转动 惯量 ,用 
,7 ,7 表示 .在 这 样 选择 坐标 轴 x, ,x, ,x; 时 ,转动 动能 表达 式 特别 简单 ; 
Tw=3(1.07 + 1.0:+1,03). (32.8) 
我 们 发 现 ,3 个 主 转动 惯量 中 的 每 一 个 都 不 会 大 于 另外 两 个 之 和 .例如 
站 + 有 = Dm(rit ri +2ri)2 Dm(r? + xi) = 1I;. (32.9) 
3 个 主 转 动 惯量 各 不 相等 的 刚体 称 为 非 对 称 陀 螺 . 
如 果 两 个 主 转 动 惯量 相等 ,I = [, 了 关 1;, 则 刚体 称 为 对 称 陀 螺 . 在 这 种 情况 
下 ,在 平面 x,x; 内 主轴 方向 的 选择 是 任意 的 . 
如 果 所 有 3 个 主 转 动 惯量 都 相等 , 则 刚体 称 为 球形 陀螺 .在 这 种 情况 下 3 个 
主轴 方向 的 选择 都 是 任意 的 ,可 以 任意 选择 3 个 相互 科 直 的 轴 作 为 主轴 . 
如 果 刚 体 具 有 某 种 对 称 性 ,确定 惯性 主轴 就 容易 得 多 .显然 ,质心 位 置 和 惯 
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性 主轴 的 方向 应 该 具有 同样 的 对 称 性 . 
例如 ,如 果 刚 体 有 对 称 面 , 则 质心 应 该 在 该 平面 内 .两 个 惯性 主轴 应 该 位 于 
该 平面 内 ,第 3 个 主轴 垂直 该 平面 .对 于 这 种 情况 ,最 明显 的 例子 是 平面 质点 系 . 
这 种 情况 下 3 个 主 转动 惯量 之 间 存 在 简单 的 关系 .如 果 以 系统 所 在 平面 为 rz 
平面 , 则 由 于 对 所 有 质点 zs =0, 故 
= Dy mz?, 1, = Dj mz?, 1; = Djm(lzr? + x!), 
因此 
1;= I+1,. (32.10) 
如 果 刚 体 有 某 阶 的 对 称 轴 , 则 质心 应 该 位 于 该 轴 上 .一 个 惯性 主轴 与 之 重 
合 ,另外 两 个 垂直 此 轴 . 这 时 如 果 对 称 轴 的 阶 数 大 于 2, 则 刚体 为 对 称 陀螺 .事实 
上 ,每 个 主轴 (垂直 对 称 轴 ) 可 以 旋转 一 个 不 等 于 180° 的 角度 , 即 这 个 轴 的 选择 
不 是 唯一 的 ,而 这 只 能 是 对 称 陀螺 . 
位 于 一 条 直线 上 的 质点 系 是 一 个 特殊 情况 .如 果 选 择 这 个 直线 为 x; 轴 , 则 
对 于 所 有 质点 zi = zs， _0, 因 此 两 个 主 转 动 惯量 相等 ,第 3 个 为 零 : 
站 = = Dmri, 1,=0. (32.11) 
这 种 系统 称 为 转子 .区 别 于 任意 刚体 的 一 般 情况 ,转子 的 特点 是 只 有 两 个 (不 是 
3 个 ) 转 动 自由 度 ,相应 于 绕 zx, 和 x, 的 转动 ,直线 绕 自身 的 转动 是 没有 意义 的 . 
最 后 ,再 做 一 个 关于 惯性 张 量 的 说 明 . 虽 然 我 们 是 在 原点 为 质心 的 坐标 系 中 
定义 这 个 张 量 的 (只 有 在 这 个 定义 下 基本 公式 (32.3) 才 成 立 ), 但 是 为 了 计算 这 
个 张 量 方便 ,有 时 可 以 先 计算 相似 张 量 
I = >>)m(z26u 一 zi)， 
这 个 张 量 是 相对 另 一 个 坐标 原点 O 定义 的 . 如果 距离 OO 由 矢量 a 给 出 , 则 
r=r +axi=zi +a, 考 虑 到 按照 O 点 的 定义 ， Djmr = 0 ,我 们 得 
l= itp(a’ 6 -aa). (32.12) 
按 这 个 公式 ,知道 灰 就 很 容易 计算 出 到. 
习 题 
习题 1 将 分 子 看 作 质 点 之 间距 离 不 变 的 系统 ,在 下 列 情况 下 , 试 求 分 子 的 
a) 分 子 由 位 于 一 条 直线 上 的 原子 构成 . 
答案 : 


=m mol,, 1,; = 0,， 
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其 中 mm 是 原子 的 质量 ,/ ,是 原子 wa 和 bb 之 间 的 距离 , 求 和 是 对 分 子 中 的 所 有 原 
子 进行 的 (并 且 每 一 对 值 a 和 4 在 求 和 中 出 现 一 次 ). 

对 于 两 原子 的 分 子 , 只 有 一 项 ,我 们 早 就 可 以 给 jo 
出 结果 , 即 两 个 原子 的 折合 质量 来 以 距离 的 平方 : 


mim, ,» 


T= 1,= 








721 十 702 
b) 形状 为 等 腰 三 角形 的 3 原子 分 子 (图 36). 
答案 :质心 位 于 三 角形 的 高 上 , 距 底 边 为 X; = a 
m2hjpn. 转 动 剧 量 为 图 36 





1 = l= a, B=1+1,. 

c) 4 原子 的 分 子 , 原 子 位 于 正三 棱锥 的 顶点 (图 37). 

答案 :质心 位 于 三 棱锥 的 高 上 , 距 底 边 为 Xi; = ms,h| 
.转动 惯量 为 

站 =mia’. 
当 m= m, 时 ,及 = a V213, 这 是 四 面体 分 子 ,转动 惯量 
为 
T=1,=1=mia’. 

习题 2 ” 试 求 均匀 连续 体 的 主 转动 惯量 . 

a) 长 为 7 的 细 长 杆 . 

答案 : 

I =1,= 1/12, 有 =0( 杆 的 粗细 忽略 不 计 ). 


b) 半径 为 RR 的 球体 . 





答案 : 
== l=$xR 
(计算 可 得 I+ 1 了 + [= 2o| rdV). 
c) 半径 为 RR 高 为 hh 的 辕 福 体 . 
答案 : 
== 年 (R+ 信 )， =f#R? 
(圆柱 轴 为 x ) 


d) 楼 边 为 a,5,c 的 长 方 体 . 
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(CTL 3 轴 分 别 平行 于 棱 边 a,b,c). 
e) 高 为 及 底面 半径 为 R 的 圆锥 体 . 
解 :首先 以 圆锥 顶点 为 坐标 轴 原 点 (图 38), 计 算 1. 用 柱 坐 标 很 容易 计算 


1 = 1 (+ es 
经 过 简单 的 计算 可 知 ,质心 位 于 圆锥 轴 上 ,距离 顶点 


4a=3A/4. 根 据 公 式 (32.12) 可 得 


==1i-pa = 加/(R'+ 生 | 
3 
10* 
f) 主轴 为 K&,p，,c 的 三 轴 袖 球体 . 
解 :质心 与 椭 球 中 心 重合 ,惯性 主轴 与 椭 球 主轴 重 
会 .坐标 变换 x = 二 ak&,y= 651y,z== cl 将 桶 球 方程 
4 2 2 
人 图 38 


a 








变 为 单位 球 方程 
名 十 7 + C=1. 

通过 这 个 坐标 变换 可 将 对 椭 球 体 的 积分 转化 为 对 加 球体 的 积分 .例如 ,对 工 轴 
的 转动 惯量 为 
o||| + z )dzxdydz = patc||| +e dednde 

_ abe 

~ 2 
其 中 了 是 单位 球 的 转动 惯量 . 

考虑 到 椭 球 体积 等 于 4rapc/3 ,最 后 可 得 转动 惯量 


= 每 (6? + ec’), Bsa to) B=§(a’ +6°). 


习题 3 试 求 物理 摆 ( 在 重力 场 中 绕 着 水 平 轴 摆 动 的 刚体 ) 的 微 振 动 频率 . 

解 : 设 1 为 刚体 质心 到 转动 轴 的 距离 ,而 a,B,7y 是 惯性 主轴 与 转动 轴 之 间 
的 夹 角 .从 质心 作 各 线 到 转动 轴 , 它 与 竖 直 方向 夹 角 gp 作为 坐标 变量 .质心 速度 
为 V=19, 而 角速度 在 主轴 上 投影 为 pcosa ,YcosB, gcos7. 假 设 p 很 小 , 求 得 势 
能 


L 


外 


I'(b? + ce’), 
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U=y gl(l -cosy)~ 于 4 gLO 
所 以 拉 格 朗 上 日 函数 为 


2 
由 此 ,对 振动 频率 有 


2 
L=E Ly + 方 (Ticos a + Lcos B+ Lscos 7) 9 -二 py. 


2 AM 
nu 1 + Tcos Yat+ Tcos B+ Tcosy 


习题 4 试 求 图 39 所 示 系 统 的 动能 ,其 中 
OA 和 AB 是 长 为 1 的 均 质 细 杆 , 匀 接 于 A 点 . 
杆 OA 绕 O 〇 点 (在 图 示 平 面 内 ) 转 动 , 杆 AB 的 
端点 BB 活着 Or 轴 运 动 . 

解 : 杆 OA 质心 (位 于 杆 中 心 ) 的 速度 为 
1912, 其 中 gp 为 角 AOB. 所 以 杆 OA 的 动能 为 


性 了 
T= 和- 人 + 了 


(p44 是 一 根 杆 的 质量 ). 
杆 AB 的 笛 卡 儿 誉 标 为 ;: 久 = (31/2)cosp， Y= (1/2)sing. 因 为 这 根 杆 的 
转动 角速度 也 是 9, 故 其 动能 为 








T= 如 (+ 站)+ 方 元 多 :人 + gsin D) 人 + 二 镶 ， 
系统 的 总 动能 等 于 
T= (1+ 3sin pp 


(根据 习题 2 的 a), 代 入 了 I 了 =p7? 2 

习题 $5 试 求 在 平面 上 滚动 的 圆柱 (半径 为 R) 的 动能 . 圆柱 的 质量 分 布 使 
得 其 惯性 主轴 之 一 平行 于 圆柱 轴 , 相距 为 ,圆柱 对 该 惯性 主轴 的 转动 惯量 为 
I. - 

解 ;从 质心 作 圆柱 轴 的 重 线 ,该 重 线 与 竖 直 方向 内 
角 为 g( 图 40). 在 每 一 时 刻 圆柱 的 运动 可 以 看 作 绕 瞬 
时 转动 轴 的 转动 , 肯 时 转动 轴 就 是 园 柱 与 平面 的 交 线 ， 
这 个 转动 的 角速度 为 ( 绕 所 有 平行 轴 的 转动 角 迷 度 
都 相同 )， 质心 距 离 障 时 转动 轴 为 
Va’:+R’—-2aRcosg, 所 以 质心 速度 为 V = 
ova: + R* 一 2aRcosg .动能 为 
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T= 全 (a? + R’? -2aRcosg) 9p’ + 六 六 
习题 6 半径 为 a 的 均 质 圆柱 在 半径 为 RR 的 圆柱 形 曲 面 内 滚动 , 试 求 回 柱 
的 动能 (图 41). 





解 : 设 p 是 两 个 圆柱 中 心 连 线 与 坚 直方 向 的 类 角 . 圆柱 质心 在 轴 上 ,其 速度 

为 V= gp(R 一 a). 瞬 时 转动 轴 是 两 个 圆柱 的 交 线 ,圆柱 角速度 为 
_V_.R-a 
QQ=—=9 . 


a a 
如 果 [3 是 圆柱 对 其 轴 的 转动 惯量 , 则 


。 了 ~a). 。 
T=§(R-a) + (R=) =u(R-a) 9 (32.13) 








(I 已 由 习题 2 的 c) 求 得 ). 
习题 7 试 求 在 平面 上 滚动 的 圆锥 的 动能 . 
解 : 设 圆锥 与 平面 交 线 为 OA ,用 0 表示 OA 与 平面 上 某 固 定 方向 的 夹 角 
(图 42). 质 心 位 于 圆锥 轴 上 ,其 速度 为 V=aOcosa, 这 里 2a 是 圆锥 顶 角 ,a 为 
质心 到 顶点 的 距离 .我 们 计算 转动 角速度 , 即 绕 瞬 时 转动 轴 OA 的 角速度 : 


V 四 - 
0 = 一 一 一 = 0cota. 
asina 
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惯性 主轴 之 一 (zi 轴 ) 与 圆锥 轴 重 合 , 选 择 另 一 个 轴 (z; 轴 ) 重 直 于 圆锥 轴 
和 直线 OA . 角速度 矢量 只 ( 平 行 于 OA ) 在 惯性 主轴 上 的 投影 为 (lcosa,0， 
sina .最 后 可 得 动能 





_xua” ”2 2 Ti ，, Tcos'ar,_ 3uh? *2 2 
T=0 cos at+70 cos at 3 ma 和 0° (1+5cos a) 


(有 是 圆锥 的 高 度 ,T ,1T;,a 由 习题 2 的 e) 给 出 ). 

习题 8 试 求 圆锥 的 动能 .圆锥 的 底面 在 平面 上 滚动 ,而 顶点 与 平面 的 距离 
始终 等 于 圆锥 底面 半径 (因而 圆锥 轴 平 行 于 平面 ). 

解 : 设 0 表示 平面 上 给 定 方向 与 圆锥 轴 投 影 的 夹 角 ( 图 43). 质心 速度 为 V 
= ab( 符 号 同 习题 7). 皮 时 转动 轴 是 圆锥 母线 OA ,其 中 A 是 圆锥 与 平面 的 切 
点 .质心 到 该 轴 的 距离 为 asina ,所 以 





图 43 








矢量 人 2 在 惯性 主轴 上 的 投影 为 (选择 rz， 轴 垂直 于 圆锥 轴 和 OA): Qsina = 0， 


0, fcosa = bcota .所 以 动能 为 
2 。 了 ， JT, . 3 h* ， 1 
AQ 0 1 02 302、 2 2. 2 十 
T=- 3 0 +30 +F0 ote 给- 5) 








习题 9 均匀 二 轴 椭 球 绕 自己 的 一 个 轴 (AB ,图 44) 旋 转 , 并 且 这 个 轴 本 身 
又 绕 着 过 椭 球 中 心 的 重 直 线 CD 转动 . 试 求实 球 的 动能 . 

解 :用 9 表示 绕 CD 的 转角 ,而 用 p 表示 绕 AB 的 转角 (CD 与 重 直 AB 的 惯 
性 主轴 zi 的 夹 角 ). 那么 2 在 惯性 主轴 上 投影 为 


bcosp， bsinp， 9 
(并 且 zi 轴 与 AB 重合 ). 由 于 质心 与 椭 球 质心 重合 ,所 以 动能 为 





$33 刚体 动量 矩 ” 107 ， 








1D 
TE 

Cl6 

“> 

图 44 


T=3(lcos p+ Lsin 9)0 + 广 b 9 . 
习题 10 同上 题 ,假定 AB 轴 是 倾斜 的 (图 45), 椭 球 相 对 这 个 轴 对 称 . 


ip Bp 


图 45 


解 :和 失 量 2 在 AB 轴 和 另外 两 个 轴 ( 可 以 任意 选择 ) 上 投影 为 


bcosacosp， bcosasinp ， p+ Osina. 
动能 为 
Ts, > 1,. 9 2 
T=~0 cos aa+ 广 (pp+Osina) . 
2 2 
8$33 刚体 动量 矩 


我 们 知道 ,系统 的 动量 矩 取 决 于 它 相 对 哪个 点 定义 .在 刚体 力学 中 最 合理 的 
选择 是 动 坐标 系 的 原点 , 即 刚体 的 质心 .以 后 我 们 认为 M 就 是 这 样 定义 的 . 

根据 公式 (9.6), 当 选择 刚体 质心 为 坐标 原点 时 ,M 就 是 “固有 ”动量 矩 , 仅 
与 刚体 的 点 相对 质心 的 运动 有 关 . 换 句 话说 ,在 定义 M = 》)mr xm 中 应 该 用 
2 xr 人 代替 o : 
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M = Dmr x (QR xr)= > mlr2-r. (2.r)]， 
或 者 用 张 量 表示 为 

Mi = >)m(zi0 - zx) = Qe > ma(zi8u - ris). 
最 后 ,考虑 到 惯性 张 量 定义 (32.2) 得 


M = TO0， (33.1) 
如 果 坐 标 轴 zi ,za ,zs 的 方向 沿 着 刚体 惯性 主轴 , 则 这 个 公式 给 出 
M=IQ, M=L0, M;=1,0;. (33.2) 
对 于 球形 陀螺 的 特殊 情况 ,3 个 主 转动 惯量 都 相等 ,有 
M= 10, (33.3) 


即 动量 矩 矢量 平行 于 角速度 矢量 并 且 有 相同 的 指向 . 

在 任意 刚体 的 一 般 情况 下 ,矢量 M 一 般 不 与 矢量 中 重合 ,只 有 在 刚体 绕 某 
个 惯性 主轴 转动 时 ,M 和 8 才 方 向 相同 . 

我 们 研究 不 受 任何 外 力作 用 的 自由 刚体 的 运动 .我 们 不 考虑 等 速 平 动 ,只 研 
究 自 由 转动 . 

像 所 有 封闭 系统 一 样 ,自由 转动 刚体 的 动量 矩 是 常量 . 对 于 球形 陀螺 , M = 
const 导致 2 = const. 这 就 是 说 ,球形 陀螺 在 一 般 情 况 下 是 绕 着 定常 轴 等 速 转 
动 . 

转子 的 情况 更 简单 . 这 时 也 有 M = IO ,并 且 Q 垂直 于 转子 轴 . 所 以 ,转子 的 
自由 转动 是 在 一 个 平面 内 绕 着 垂直 于 该 平面 的 轴 等 速 转动 . 

利用 动量 矩 守 恒定 律 可 以 确定 更 复杂 的 对 称 陀螺 的 自由 转动 . 

利用 主轴 z,, xz; 方向 (垂直 于 陀螺 对 称 轴 
z3) 选 择 的 任意 性 ,我 们 选 x; 垂直 于 矢量 M 和 
Zi 轴 确 定 的 平面 .那么 M, =0, 由 公式 (33.2) 可 
知 ,Q, =0. 这 就 是 说 ,在 每 个 时 刻 M, 2 和 陀螺 、 
对 称 轴 位 于 同一 个 平面 (图 46). 由 此 可 得 ,在 陀 
螺 对 称 轴 上 所 有 点 的 速度 w = Q x r ,在 每 个 时 刻 
都 垂直 于 这 个 平面 ,换言之 ,陀螺 轴 等 速 ( 见 下 面 ) 
绕 M 的 方向 转动 , 画 出 一 个 圆锥 (就 是 所 谓 的 陀 
螺 规 则 进 动 ) .同时 ,陀螺 绕 自己 的 轴 等 速 转动 ， 

这 两 个 转动 的 角速度 可 以 用 给 定 的 动量 矩 
M 以 及 陀螺 轴 与 M 方向 的 夹 角 9 表示 . 陀螺 绕 图 46 
自己 的 轴 转 动 角速度 就 是 矢量 2 在 该 轴 上 的 投影 0，: 


023 -ha -Mso (33.4) 
Tl: fs 
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为 了 求 进 动 角速度 2,., 应 该 利用 平行 四 边 形 法 则 将 矢量 只 沿 着 z; 和 M 方向 
分 解 .第 一 个 分 是 不 和 这 时 条 产生 任何 位 和 第 人 分 由 
图 46 可 知 ,Q,.sin6= 0 ,由 于 0 = Mi/1= Msing/ ,所 以 得 

0 = MIL. (33.5) 


§ 34 ”刚体 运动 方程 


由 于 一 般 情况 下 刚体 有 6 个 自由 度 ,因此 一 般 情况 下 运动 方程 组 应 该 包含 
6 个 独立 的 方程 .这 些 方程 可 以 写成 动量 和 动量 矩 这 两 个 矢量 对 时 间 的 导数 形 
式 . 

得 到 第 一 个 矢量 方程 只 需 将 每 个 质点 的 方程 户 = 了 求 和 ,其 中 p 是 质点 的 
动量 ,了 是 作用 在 质点 上 的 力 .引入 刚体 的 动量 : 


P= Dp = pV 
和 作用 在 刚体 上 总 的 力 >,f = FF, 可 得 


-一 下. (34.1) 


尽管 我 们 定义 正 为 作用 在 每 个 质点 上 的 所 有 力 之 和 ,包括 刚体 的 质点 之 
间 相 互 作用 力 ,但 事实 上 包含 在 中 的 只 有 外 力 . 刚 体内 部 所 有 质点 之 间 的 作 
用 力 相互 抵消 ,事实 上 , 当 没 有 外 力 时 刚体 的 动量 应 该 守恒 ,就 像 所 有 封闭 系统 
一 样 , 即 应 该 有 =0. 

如 果 U 为 刚体 在 外 场 中 的 势能 , 则 力 F 可 以 用 势能 对 刚体 质心 坐标 的 导 
数 确定 : 


__3aU 
五 三 a5R: (34.2) 


事实 上 , 当 刚 体 平移 SR 时 ,刚体 的 每 个 质点 的 径 矢 r 也 产生 同样 的 变化 ， 
所 以 势能 变化 为 
3U = Ddr= RD HH = RR. Df=-F.oR. 
由 此 可 以 发 现 ,方程 (34.1) 也 可 以 作为 对 质心 坐标 的 拉 格 朗 日 方程 得 到 ， 





d aL aL 
dav aR’ 
其 中 拉 格 朗 日 函数 为 (32.4) ,对 此 有 
L aL aU 
av -VP, aR 天 FF 


下 面 推导 动量 矩 M 对 时 间 导 数 确定 的 第 二 个 运动 方程 .为 了 推导 方便 ,我 
们 选择 固定 (惯性 ) 参 考 系 , 使 得 在 给 定时 刻 刚体 质心 静止 . 
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我 们 有 
M-= EB)rxp= Dixp+t Drxp. 


对 于 我 们 所 选 的 参考 系 (V =0) ,在 给 定时 刻 7 与 速度 mw = t+ 相等 .由 于 矢量 v 和 
p= mv 方向 相同 , 故 r x p==0. 将 bp 替换 为 了 ,最 后 可 得 


dM _ 
r=K, (34.3) 
其 中 
K= Drxf. (34.4) 


由 于 动量 矩 M 是 相对 质心 定义 的 (参见 §$ 33), 在 从 一 个 参考 系 变换 到 另 
一 个 参考 系 时 保持 不 变 .由 公式 (9.5) 和 R=0 这 是 显然 的 .由 此 可 知 ,根据 盆 利 
略 相 对 性 原理 ,这 里 在 特定 参考 系 选择 下 得 到 的 公式 (34.4) ,对 所 有 惯性 参考 系 
都 成 立 . 

矢量 +r x 了 称 为 f 的 力矩 ,因此 K 是 作用 在 刚体 上 所 有 的 力矩 之 和 .正如 下 
一 样 , 在 (34.4) 中 实际 上 只 计 入 外 力 ,根据 动量 矩 守 恒定 律 ,封闭 系统 的 所 有 内 
力 的 力矩 之 和 等 于 零 . 

力矩 像 动量 矩 一 样 ,一 般 依 赖 于 坐标 原点 的 选择 .在 (34.3) 和 (34.4) 中 力矩 
和 动量 抢 是 相对 刚体 质心 定义 的 . 

当 坐 标 原 点 平移 a 时 ,刚体 质点 的 新 径 矢 ~ 与 老 径 和 撩 r 的 关系 为 = 产 十 
a. 所 以 


K= Orxf= Dr Xf+ Oaxf 
或 者 
K=K taxF. (34.5) 
由 此 可 见 ,如 果 王 =0( 这 时 称 力 偶 作 用 在 刚体 上 ) , 则 力矩 不 依赖 于 坐标 原 
点 的 选择 . 
方程 (34.3) 可 以 看 作对 于 “转动 坐标 "的 拉 格 朗 日 方程 
ad aL _3L 
dt 9 99 
事实 上 ,将 拉 格 朗 日 函数 (32.4) 对 矢量 2 的 分 量 求 导 可 得 


aL 
30. TQ = M,. 


当 刚 体 转 动 无 穷 小 角度 8p 时 ,势能 改变 量 为 
3U =- Sfror=- D9xr)=-9. Drxf=-K.d9, 
由 此 可 得 
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K= -Uv, (34.6) 
9g 
因此 有 
oaoL DT 
ap ap- 
假设 矢量 F 入 相互 垂直 .这 种 情况 下 总 可 以 找到 矢量 a, 使 得 公式 


(34.5) 中 K'“ 等 于 零 , 进 而 
K=axF. (34.7) 
这 时 a 的 选择 不 是 唯一 的 ,给 它 加 上 任何 平行 于 下 的 矢量 ,都 不 会 改变 等 式 
(34.7) ,因此 条 件 K =0 不 是 给 出 动 坐 标 系 中 的 一 个 点 ,而 是 一 条 直线 . 于是， 
在 KLF 情况 下 ,所 有 力 的 作用 可 以 归结 为 沿 着 给 定 直线 作用 的 一 个 力 F. 
均匀 力 场 就 属于 这 种 情况 ,作用 在 质点 上 的 力 为 f= eE ,其 中 E 是 刻画 力 
场 的 常 矢量 ,e 刻画 质点 相对 给 定 力 场 性 质 @ .在 这 种 情况 下 有 


F= Ee, K= DerxEk. 
假设 >)e 关 0, 引 入 径 矢 





r= 2" (34.8) 
Dje 
我 们 可 得 下 面 的 简单 表达 式 : 
K=r。 xFE. (34.9) 


于 是 , 当 刚体 在 均匀 力 场 中 运动 时 , 力 场 的 影响 归结 为 作用 在 径 矢 为 (34.8) 
的 点 上 一 个 力 下 .这 个 点 的 位 置 完全 由 刚体 的 性 质 决定 ,例如 ,在 重力 场 中 该 点 
与 刚体 质心 重合 . 
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我 们 已 经 知道 ,描述 刚体 运动 可 以 用 3 个 质心 坐标 和 3 个 确定 动 坐 标 轴 
x1,T2,X3 相对 固定 坐标 轴 和,Y,2Z 指向 的 角度 .所 谓 的 欧 拉 角 作为 这 3 个 角 
就 很 方便 . 

因为 我 们 现在 只 对 坐标 轴 之 间 的 夹 角 感 兴趣 ,可 以 选择 同一 个 点 为 两 个 坐 
标 系 的 原点 (图 47). 动 坐标 系 的 平面 zx; x, 与 固定 平面 XY 相交 于 某 一 直线 (在 
图 47 上 的 ON) ,该 直线 称 为 节 线 . 节 线 垂直 于 Z 轴 和 zs 轴 , 我 们 选择 其 正方 
向 使 它 相 应 于 矢量 积 z x xs 的 方向 (其 中 z ,xs 分 别 是 坐标 轴 Z ,zs 方向 的 单位 





”例如 ,在 均匀 电场 中 ,E 是 电场 强度 ,而 。 是 电荷 .在 均匀 重力 场 中 ,E 是 重力 加 速度 g, 而 e 是 质 
点 的 质量 . 





- 112 ， 第 六 章 ”刚体 的 运动 


矢量 ). 

我 们 用 下 面 3 个 角 确 定 动 坐 标 轴 zi， 
zz 相对 固定 坐标 轴 X,Y ,2 的 位 置 :2Z % 
轴 和 zs 轴 之 间 的 夹 角 9,X 轴 和 六 轴 之 间 的 
夹 角 pg,N 轴 和 x 轴 之 间 的 夹 角 y. 按 螺旋 
法 则 相应 于 绕 Z 和 xz; 来 计算 角 yp 和 y. 角 9 
取 值 范围 是 从 零 到 x, 而 角 gp 和 y 的 取 值 范 
围 是 从 零 到 2x0. 

下 面 我 们 用 欧 拉 角 及 其 导数 表示 角速度 
矢量 2 在 zi,zi,zs 上 的 分 量 . 为 此 需要 将 


角速度 6 ,9,% 向 这 些 轴 投 影 . 角速度 6 的 方向 沿 着 节 线 ON , 它 沿 着 zl ,zy ,zs 
的 分 量 等 于 






大、 





~ 


0, = bcosy， 0,= -bsiny， 0;=0. 
角速度 9 的 方向 沿 着 Z 轴 , 它 沿 着 zs 的 分 量 等 于 8， = gcos0, 而 在 平面 zl zx 上 
的 投影 等 于 gsin0. 将 后 者 再 分 解 到 xz, 和 zz ,可 得 

pi= psinOsing, 9, = psinOcosy. 
最 后 ,角速度 ?2 的 方向 沿 着 zs 轴 . 
汇集 这 些 沿 着 每 个 轴 的 分 量 ,最 终 得 
人 = 2sinbsinW + 0 cosy, 
0Q,= 9 sinbcosy 一 0 sinyg, (35.1) 
(2;3= 2 cosg 十 J. 
如 果 选 择 刚体 的 惯性 主轴 为 坐标 轴 x, , x; ,z;, 则 将 (35.1) 代 入 (32.8), 可 
得 用 欧 拉 角 表示 的 转动 动能 . 
对 于 对 称 陀螺 ,T= I, 隆 1 ,经 过 简单 推导 可 得 

Tw = (Pin 0+ 6) + 人 (Yeos0 + Y)’. (35.2) 
应 该 指出 ,利用 对 称 陀 螺 惯 性 主轴 zi, z; 方向 选择 的 任意 性 ,可 以 更 简单 地 得 
到 这 些 表达 式 . 如 果 认 为 x, 轴 沿 着 节 线 ON , 即 y=0, 可 得 角速度 分 量 的 简单 
表达 式 





@ 角 9 和 9-zxl2 是 zs 轴 相 对 X,Y,2Z 的 极 角 和 方位 角 . 同 时 角 0 和 r2-% 是 2 轴 相 对 zi,zr，， 
Zz3 的 极 角 和 方位 角 . 
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0Q,=0, 0, = psin0, 3 = pcosO + y. (35.3) 
作为 应 用 欧 拉 角 的 一 个 简单 的 例子 ,我 们 研究 对 称 陀螺 的 自由 运动 . 
我 们 取 固 定 坐 标 系 的 Z 轴 沿 着 陀螺 的 定常 动量 矩 M 的 方向 , 取 动 坐标 系 
的 x; 轴 沿 着 陀螺 对 称 轴 ,而 z, 轴 在 给 定时 刻 与 节 线 重合 .利用 公式 (35.3) 可 
得 矢量 M 的 分 量 


Mi=1.01=1,0, M,=1,0,=1, psing, Ms;= 103= 1(%cos0 + Y). 
另 一 方面 ,因为 x, 轴 ( 节 线 ) 垂 直 于 Z 轴 , 我 们 有 


MI =0， M, = Msing, Ms, = Mocos0 . 
比较 这 些 等 式 可 得 下 面 方程 : 
6=0, I 9g=M, 13(9cos0 + Y)= Mecos6. (35.4) 


第 一 个 方程 给 出 6 = const, 即 陀螺 轴 与 M 方向 的 夹 角 为 常数 .第 二 个 方程 确定 
进 动 角 速度 (根据 (33.5))g = MIL, .最 后 ,第 三 个 方程 确定 陀螺 绕 自 身 轴 转 动 
的 角速度 Q; = Mcos0/1;. 


习 题 
习题 1 试 求解 下 端点 固定 的 对 称 重 陀螺 问题 (图 48). 





解 : 取 动 坐标 系 和 固定 坐标 系 的 原点 都 在 陀螺 的 固定 点 DO, 而 2 轴 沿 着 竖 
直方 向 (图 48). 重 力 场 中 陀螺 的 拉 格 朗 日 函数 为 
L = 工人 (6 + gsin’ 0)+ FY+ 9cosg) — uglcosO 
(4 为 陀螺 的 质量 ,1 是 质心 到 最 低 点 的 距离 ). 
仇 和 9 是 循环 坐标 . 所 以 有 两 个 运动 积分 : 





+114 ， 第 六 章 ”刚体 的 运动 








by =F = (bt eos0) = eonst= Ms, (1) 
_9L_ 7 .2 2 > ， 一 = 
ps = 二 = (T'sin 0 + cos 0)p+ 了 3 mcos0 = consts AM ， (2) 


99 
其 中 引入 了 记号 11 = 了 + pl (ps 和 pp 是 相对 口 点 定义 的 转动 动量 矩 在 zs 办 
和 了 轴 上 的 分 量 ) .此 外 还 有 能 量 守恒 : 


7 ， 。 1,,，: 
FE=F(0 + psin 0)+t F(t+ peos0) + pglcosb . (3) 
由 方程 (1) 和 (2) 求 得 

._ M,— M,cos0 
了 Jsin20 |! (4) 

. AM M; ~ Macosb 

b= e080 3 (5) 
I Tsin 0 


利用 这 些 等 式 从 能 量 (3) 中 消去 和 由 ,得 
I 





E’= 02 十 Us (0)， 
其 中 引入 了 记号 
“一 Ma _ (Mz -Macos6) _ 
五 = 五 5 AS ， Ul 0) 37 dn 0 ugl(1—cos0). (6) 
由 此 求 出 0 并 分 离 变量 得 


d6 
er 


(该 积分 是 椭圆 积分 ). 然 后 ,利用 方程 (4) 和 (5) 将 p 和 y 写成 6 的 函数 形式 . 

在 运动 过 程 中 , 角 9 的 变化 范围 由 条 件 玉宇 Ug(0) 确 定 . 当 909=0 和 0=x 
时 ,函数 Ua(0)( 当 M; 关 My) 趋 于 + oo ,而 当 处 于 0,r 之 间 时 函数 经 过 极 小 
值 .所 以 方程 下 = Us) 的 两 个 根 确 定 陀 螺 轴 偏离 竖 直 方向 的 两 个 极限 值 0， 
和 0,. 

角 9 从 6 变化 到 0; ,9 的 符号 是 否 改变 取决 于 Mz - Macosb 的 符号 是 否 改变 . 

在 第 一 种 情况 下 ,陀螺 轴 绕 紧 直 方向 单调 进 动 , 同 时 上 下 振动 ( 称 为 章 动 ) 
(图 49a, 曲 线 是 陀螺 轴 在 以 固定 点 为 球 心 的 球面 上 所 画 的 轨迹 ). 在 第 二 种 情况 
下 ,在 两 个 极限 圆 之 间 进 动 方向 相反 ,因此 陀螺 轴 绕 紧 直 方向 移动 时 画 出 环 扣 
(图 49b). 最 后 ,如 果 0 和 0, 之 中 有 一 个 与 Mj - M;cos0 的 零点 重合 , 则 在 相 





(7) 





应 的 极限 园 上 9 和 0 同时 等 于 零 ,陀螺 轴 画 出 图 49c 类 型 的 轨迹 . 
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a b C 


图 49 


习题 2 试 求 陀螺 轴 绕 竖 直 方向 转动 稳定 的 条 件 . 
解 : 当 0=0 时 2 和 xz 重合 ,因此 Mi = Mz,E =0. 如 果 09=0 相应 于 
Usa(6) 的 极 小 值 , 则 陀螺 转动 稳定 . 当 6 很 小 时 有 


由 此 可 得 稳定 条 件 为 M3 >>41iygl 或 者 
09>. 
习题 3 试 求 自转 动能 远大 于 重力 势能 情况 下 陀螺 的 运动 ( 称 为 快 陀 螺 ). 
解 ; 如 果 忽 略 重 力 场 , 在 一 阶 近 似 下 ,陀螺 轴 绕 着 M 自由 进 动 (在 这 种 情况 
下 对 应 于 陀螺 章 动 ) ,根据 (33.5) ,角速度 为 
Qa=F (1) 
在 高 阶 近似 中 会 出 现 M 绕 竖 直方 向 的 慢 速 进 动 (图 50). 为 了 求 进 动 角 速 
度 , 我 们 将 精确 运动 方程 (34.3) 
dM _ 
dt 
按 章 动 周期 平均 .作用 在 陀螺 上 的 重力 给 等 于 及 = plin3Xg, 其 中 n， 是 陀螺 轴 
方向 的 单位 矢量 . 由 对 称 性 ,KK 按 “ 章 动 锥 "平均 归结 为 将 矢量 n， 替换 为 其 在 
MM 方向 的 投影 cosaM/M(a 是 M 与 陀螺 轴 之 间 的 天 角 ). 于 是 得 方程 


dM ul 
一 一 一 一 一 ogy xX 
7 COSa Ms M. 


K 


这 就 是 说 ,矢量 M 以 角速度 
本 .= ~ eg (2) 
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( 比 Qi 小 ) 绕 g( 竖 直方 向 ) 进 动 . 
在 我 们 所 研究 的 近似 中 ,公式 (1) 和 (2) 中 的 M 和 cosa 都 是 常数 (严格 地 

说 ,不 是 运动 积分 ). 它 们 与 严格 的 守恒 量 玉 和 JM 之 间 的 关系 为 
M? 


M, = AMcosa ， FE 万 ( 





2 2 
Cos aw 下 
十 一 一 一 |. 


1; 五 
8$36 欧 拉 方程 


在 $33 中 的 运动 方程 是 相对 固定 坐标 系 的 :在 方程 (34.1) 和 (34.3) 中 的 导 
数 dP/d: 和 qdM/dt 是 矢量 P 和 M 相对 这 个 坐标 系 的 改变 量 .但 是 ,刚体 动量 矩 
M 的 分 量 与 角速度 分 量 之 间 的 关系 ,在 与 惯性 主轴 重合 的 动 坐 标 系 中 更 简单 . 
为 了 利用 这 个 关系 ,必须 先 将 运动 方程 变换 到 动 坐 标 系 . 

设 d4/dz 是 任意 矢量 4 相对 固定 坐标 系 的 变化 速度 . 如果 矢 量 4 相对 旋 
转 坐 标 系 不 变化 , 则 它 相 对 固定 坐标 系 的 变化 只 有 转动 ,于 是 


(参见 $9, 其 中 证 明了 公式 (9.1) 和 (9.2) 等 对 任意 矢量 都 成 立 ) .一般 情况 下 ,这 
个 等 式 右 端 应 该 加 入 矢量 4 相对 动 坐标 系 的 变化 速度 ,我 们 记 这 个 速度 为 
d4/dt ,可 得 


一 二 一 一 十 和 2XA. (36.1) 


dt dt 
利用 这 个 一 般 公 式 ,我 们 可 以 将 方程 (34.1) 和 (34.3) 写 成 
P+oxp=F, SM+ oxM=K. (36.2) 


因为 是 在 动 坐标 系 中 对 时 间 的 求 导 ,我 们 可 以 将 这 些 方程 直接 向 动 坐标 轴 投 影 ; 
(全) _d Pi .. (2 _dMi _., 








dr dt dt dt ”  ， 
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其 中 下 标 1,2,3 表示 对 应 坐标 轴 zi ,z, ,zi 的 分 量 . 在 第 一 个 方程 中 用 py 代 
替 卫 ,得 





V 
, (5 t+ Os Vs- Qs V2)=F,, 











dt 
六 
4 (T+ Os Vi QuV, | =F,, (36.3) 
zc + 0 -ov )=P,. 
dr 
假设 惯性 主轴 沿 X11 X22, T3 , 则 (36.2) 的 第 二 个 方程 中 AM 一 TQ ,等 等 . 
dQ 
ia r+ (ls- 1,)0,03= Ki, 
dQ 
L, + (hl)0,0Q,= K,, (36.4) 
dQ 
Js r+ (1)0.0,= K,. 


方程 (36.4) 称 为 欧 拉 方程 . 

当 自 由 转动 时 K =0, 欧 拉 方 程 为 
dQ ,bs- 1 
dt I 


do0， -J 
dar 了 


d0， 了 =- 下 
dar 了 3 


作为 例子 ,我 们 应 用 这 些 方程 研究 对 称 陀 螺 的 自由 转动 . 设 I = I ,由 第 3 
个 方程 可 知 , Qs=0, 即 0; = const. 此 后 第 1 和 第 2 个 方程 写成 


D,=-oo2，D,=wo，， 





0;0; =0， 








0;01=0, (36.5) 








其 中 引入 了 常量 
7 一 由 


“= 0, 一 


将 第 2 个 方程 乘 以 1 加 上 第 1 个 方程 ,得 
号 Co, +i0)=io(o +i0,), 


(36.6) 





由 此 得 
Q1+iQ, = Ae™, 
其 中 A 为 常数 ,可 以 认为 是 实数 (只 要 适当 选择 时 间 起 始点 ) ,那么 
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Qi= Acoswt, (1,= Asinwt. (36.7) 


这 个 结果 表明 ,角速度 在 垂直 陀螺 轴 的 平面 上 投影 为 常量 (Vv Qi1+ 0; 
= A), 并 且 在 该 平面 内 以 角速度 w 旋转 .由 于 在 陀螺 轴 上 的 投影 0; 也 是 常量 ， 
故 矢 量 2 的 大 小 不 变 , 并 以 角速度 w 绕 陀螺 轴 等 速 旋转 .由 于 M 和 8 的 分 量 
关系 为 M = 101,M;, = 1 有 0,,，M; = 10;, 显 然 M 也 作 这 样 的 运动 (相对 
陀螺 ) . 

这 里 所 得 的 结果 是 $33 和 8$ 35 中 相对 固定 坐标 系 研究 结果 的 另 一 种 表示 . 
特别 地 ,矢量 M( 图 48 上 Z 轴 ) 绕 x, 转动 的 角速度 等 于 欧 拉 角 表 示 的 角速度 


-多 .利用 方程 (35.4) 有 


1; _ M cos0 
Ta 


y -jcos0=M eosb( 大 - 开 ] 


或 者 根据 (36.6) 有 





§ 37 ” 非 对 称 陀螺 


我 们 利用 欧 拉 方 程 研 究 更 复杂 的 问题 , 即 研究 3 个 主 转动 惯量 各 不 相等 的 
非 对 称 陀螺 的 转动 .假设 
1,>I,>1. (37.1) 
我 们 早 就 知道 欧 拉 方程 的 两 个 积分 ,分 别 由 能 量 守恒 定律 和 动量 矩 守恒 定 
律 给 出 
1 02+ 1,02+1,0;=2E, 
PQ+RQ+I Qi= M’, (37.2) 
其 中 能 量 EE 和 动量 和 矩 的 大 小 M 是 给 定常 数 .这 两 个 等 式 可 以 用 M 的 分 量 表 
示 为 





Mi Mi M3 
天 + 天 + 工 2E, (37.3) 
M+M:+M’:=M?’. (37.4) 


由 此 可 以 得 出 一 些 陀螺 运动 的 特性 .我 们 注意 到 ,在 以 M,,M,,M; 为 轴 的 
坐标 系 中 ,方程 (37.3) 和 (37.4) 分 别 是 半 轴 为 
2E1', V2EL,, 2EJ; 
的 椭 球 面 方程 和 半径 为 M 的 球面 方程 . 
当 M (相对 陀螺 的 惯性 轴 ) 移 动 时 ,其 端点 沿 着 这 两 个 曲面 的 交 线 运动 (在 
图 51 上 画 出 了 椭 球 与 不 同 半径 的 球面 的 一 系列 交 线 ) . 交 线 存在 的 条 件 是 
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2FE1 < M’ <2E1,, (37.5) 

其 几何 解释 为 球 (37.4) 的 半径 介 于 椭 球 (37.3) 的 长 半 轴 和 短 半 轴 之 间 . 

我 们 研究 M 的 变化 (给 定 能 量 已 ) 引 起 矢量 M 端点 0 的 轨迹 性 质 的 变化 . 
当 M- 略 大 于 2EI, 时 , 球 和 椭 球 交 于 两 条 很 小 的 封闭 曲线 ,它们 在 椭 球 两 个 极 
点 附近 围绕 zx, 轴 ( 当 M? 一 2EI, 时 ,两 条 曲线 分 别 收缩 到 极点 ). 随 着 M? 继续 
增 大 曲线 扩大 , 当 M? =2EIl, 时 ,曲线 变 成 两 条 平面 曲线 (椭圆 ) ,并 相交 于 椭 球 
在 zx, 轴 上 的 极点 . M? 再 继续 增 大 ,重新 出 现 两 条 分 别 围绕 x, 轴 上 极点 的 封闭 
曲线 , 当 M 一 2ET1; 时 ,这 两 条 曲线 收缩 为 两 个 点 . 

首先 应 该 指出 ,轨迹 的 封闭 性 意味 着 矢量 M 相对 陀螺 的 运动 是 周期 性 的 ， 
在 一 个 周期 内 矢量 M 画 出 某 条 圆锥 曲线 并 回 到 原来 位 置 . 

我 们 进一步 发 现 , 在 椭 球 不 同 极 点 附近 的 轨迹 有 不 同 的 性 质 .在 z, 轴 和 
轴 附 近 ,轨迹 完全 分 布 在 极点 周围 ,而 在 x, 轴 附 近 , 轨 迹 将 远离 极点 .这 种 不 同 
相应 于 陀螺 绕 3 个 轴 转 动 有 不 同 的 稳定 性 . 绕 z; 轴 和 xz, 轴 ( 相 应 于 陀螺 3 个 
转动 惯量 中 的 最 大 值 和 最 小 值 ) 的 转动 稳定 , 即 偏离 这 些 状态 很 小 时 ,陀螺 将 继 
续 在 初始 状态 附近 运动 . 绕 x, 轴 的 转动 不 稳定 , 即 任意 小 的 偏离 都 可 以 产后 远 
离 陀 螺 初 始 位 置 的 运动 . 

为 了 确定 8 的 分 量 ( 或 者 平行 于 它们 的 M 的 分 量 ) 对 时 间 的 依赖 关系 ,我 
们 利用 欧 拉 方程 (36.5). 利 用 (37.2) 将 0Q, 和 0Q, 用 0, 表示 : 





QD 矢量 2 端点 画 出 的 类 似 曲 线 称 为 极 迹 . 
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2 1 2 ? 
QT TE M’)- 1(1-1,)0;], 





2 1 2 四 
Q= TIM -2EN)- LA(h -1)02], (37.6) 
并 代入 (36.5) 的 第 二 个 方程 ,得 
dQ, Ts—I1 1 ， 
一 1423 一 2FEl1,;— 一 
dt 万 人 0 元 元 | 1 — M2) 
BB- TOM -2E1) -1 1)0211™. (37.7) 


将 这 个 方程 分 离 变 量 并 积分 ,得 椭圆 函数 形式 的 函数 :(0,). 在 化 为 标准 形式 
时 ,我 们 假设 

M2 >2E1, 
(反之 ,在 下 面 的 所 有 公式 中 对 调 下 标 1 和 3) .我 们 用 新 变量 替换 : 和 0，: 


(1 — 1,)(M’ -2E1) [I,(Is—1,) 
- NE LI,l, ， sO 2E1;— M’ M (37.8) 
并 引进 正 参 数 &? 之 1 如 下 : 


, (DL ~ 1)(2E1, - M’) 
(了 -TCM -2E7) 











(37.9) 


于 是 有 
二 | ds 
ovV(1-s)(1- ks) 
(选择 时 间 起 始点 为 0，= 0 时 刻 ). 反 解 这 个 积分 可 得 雅 可 比 椭圆 函数 
$s 二 SnT， 


由 此 函数 给 出 2; 对 时 间 的 依赖 关系 .根据 等 式 (37.6) ,函数 Q.(1) 和 Q(z) 可 
由 Q;,(t) 的 代数 表达 式 给 出 .考虑 到 另外 两 个 椭圆 水 数 的 定义 


cnr = Vl-snrt, dnr= Vl- ksnr, 


最 后 可 得 下 面 公式 : 
,= 2 ys, (37.10) 
me TTY 
函数 (37.10) 是 周期 的 ,并 且 对 r 的 周期 为 4K ,其 中 K 是 第 一 类 全 椭圆 
积分 : 
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1 ds /2 du 
| Vl- s:)(1— ks’) 0 Vl- ksinu 
对 时 间 的 周期 为 
TI,l; 
7 = 4K | 0 TE 37.12) 


经 过 这 段 时 间 后 ,矢量 2 回 到 相对 陀螺 的 原 位 置 ( 这 时 陀螺 自己 不 会 回 到 
相对 固定 坐标 系 的 原 位 置 , 见 下 面 ). 

当 T= 7, 时 ,公式 (37.10) 退化 为 前 一 节 得 到 的 对 称 陀螺 的 公式 .事实 上 ， 
当 了 -> J 时 ,参数 有 一 0, 椭圆 函数 退化 为 

snr 一 Sinr， cnr costr, dntr ~ 1, 
于 是 就 退化 到 公式 (36.7). 

当 M” = 2E1 时 有 :QQ = Q, = 0,0:， = const, 即 矢量 8 方向 总 是 沿 着 对 
称 轴 zs ,这 相应 于 陀螺 绕 zs 轴 等 速 转动 .类 似 地 , 当 M”= 2EI, 时 (这 时 r 三 
0) ,陀螺 绕 x, 轴 等 速 转动 . 

下 面 我 们 研究 陀螺 在 空间 中 的 绝对 运动 (相对 固定 坐标 系 ). 为 此 我 们 引入 
陀螺 轴 zy, zz ,x 和 坐标 轴 X,Y,Z 之 间 的 欧 拉 角 Y%,p ,0 ,选择 固定 轴 2Q 沿 着 常 
矢量 M 的 方向 .由 于 方向 Z 相对 zi ,zz ,zs 轴 的 极 角 和 方位 角 分 别 等 于 9 和 
7/2 - %( 人 参见 第 112 页 的 脚注 ) , 则 矢量 M 向 zi,zs,zs 轴 投 影 得 

Msingsiny = Mi = TQ, 
MsinGcosy = M, = 1,0,, (37.13) 
Mcos0= Mi = 1,0;. 











由 此 得 
_ 7303 _T0Q, 
cosb = vat tany = -0 (37.14) 
利用 公式 (37.10) 得 
cos0 I(M’-— 2E1) 
OsSU 二 T 
NN MIs -I ， 
4 了) (37.15) 


Ti(1,— 1,) cnT 
TY TT TY snr， 
由 此 获得 角 9 和 y 对 时 间 的 依赖 关系 ,与 矢量 2 的 分 量 一 样 ,它们 是 时 间 的 周 
期 为 (37.12) 的 周期 函数 . 


在 公式 (37.13) 中 没有 角 p ,为 了 计算 这 个 角 ,需要 利用 公式 (35.1) ,该 公式 
用 欧 拉 角 对 时 间 的 导数 表示 2 的 分 量 .从 等 式 
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0 = Psingsin 几 十 gcosy， 
(2, = psinOcosy — gsiny， 
消去 6 ,可 得 


_ Qsing + Qcosg 
sing ” 





然后 利用 公式 (37.13), 可 得 
dp _ ,4 T1011+ 102 
dt PQ + 10 
由 此 可 通过 积分 来 确定 函数 p(z), 但 被 积 表达 式 很 复杂 ,包括 椭圆 函数 .经 过 一 
系列 复杂 的 变换 ,可 以 将 这 个 积分 表示 为 8 - 函数 ,我 们 这 里 不 进行 具体 计算 
仅 给 出 最 后 结果 .了 
函数 g(z) 可 以 写成 下 面 两 项 之 和 (精确 到 可 加 常数 ) 
p(t)= 91(t) + p(t), (37.17) 





(37.16) 


gp1(1) 由 下 式 给 出 ， 

, 01(2 一 ia 

A = Ti (37.18) 
其 中 9 是 9 - 函数 ,a 是 实 常数 ,a 由 下 式 确定 


. _. /IL,(M -2EL) * 
sn(i"*2aK )=i 1 GOEL NM (37.19) 


(K 和 工 由 公式 (37.11) 和 (37.12) 给 出 ).(37.18) 右 端 是 周期 为 T/2 的 周期 函 
数 ,因此 gi(z) 在 时 间 全 内 变化 2x.(37.17) 的 pg,(z) 由 下 面 公 式 给 出 : 
t 1 M i olia) 
T™’ TT 2 六 rich 
这 个 函数 在 时 间 全 内 变化 量 为 2x. 

可 见 ,g 是 两 个 周期 函数 之 和 ,并 且 一 个 的 周期 ( 工 ) 与 角 y 和 9 的 周期 相 
同 , 另 一 个 的 周期 (T) 与 前 一 个 是 不 可 约 的 .后 一 种 使 得 陀螺 永远 不 可 能 回 到 
自己 的 初始 位 置 . 





Pp2(t)=2r (37.20) 





习 题 
习题 1 试 求 陀螺 绕 惯 性 主轴 zi( 或 zi) 附近 轴 的 自由 转动 . 
解 : 设 z; 轴 靠 近 M 的 方向 .那么 分 量 Mi 和 M, 是 小 量 ,而 Ma M( 精 确 





OD 参见 :E.T. Ynrrerep. AnannTthueckan IMHaMmnra. — M.: OHTH, 1937. 
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到 一 阶 小 量 ) .在 这 样 的 精度 下 , 欧 拉 方 程 (36.5) 的 前 两 个 写成 


dM, dM; (# 


~ = (1- 2)o M,, 5 -1)oM,, 


这 里 我 们 引入 了 记号 ,= M/DT .我 们 来 求 My ,IM, 的 正比 于 e” 的 解 ,对 于 频 
率 w 可 得 
I I 
oo 人 全 0 
对 于 Mi ,MM ,我 们 有 


I 了 
AM = Ma flcoswt, M,= Ma | 元 -lsinwt， (2) 
2 1 


其 中 a 是 任意 的 小 常数 .和 拓 量 M 相对 陀螺 的 运动 由 这 些 公式 确定 ,在 图 51 中 
矢量 M 的 端点 (以 频率 w) 绕 着 x, 轴 上 的 极点 画 出 小 椭圆 . 

为 了 确定 陀螺 在 空间 中 的 绝对 运动 ,我 们 来 求 其 欧 拉 角 .在 给 定 情况 下 ,zi 
和 Z(M 的 方向 ) 的 夹 角 0 是 小 量 ,根据 公式 (37.14) 有 











_M _ 人) 

tany = 了 7， 0°A2(1— cos0)=2|1 MI~— x 
将 (2) 代 入 ,得 
I 一 
tany = SE 一 core ， 
2\13 1 
2 2 了 3 Ts .2 
0 =a 元 一 1 jcos: oz 二 i -1 )sin wt |. (3) 


为 了 计算 角 gp, 我 们 注意 到 ,根据 (35.1) 中 的 第 3 个 方程 , 当 9 之 1 时 有 
QQ T+ 
所 以 
p=Q0t-y 
( 略 去 了 任意 积分 常数 ). 
如 果 直 接 观察 陀螺 3 个 惯性 主轴 的 变化 ( 沿 着 这 些 轴 的 单位 矢量 为 n,n;， 
13) ,可 以 获得 陀螺 运动 的 直观 概念 .矢量 1 和 hn, 在 平面 XY 内 以 频率 0, 等 
可 转动 ,同时 以 频率 wm 沿 着 横向 振动 ,这 些 振动 由 这 两 个 单位 矢量 的 Z 方向 分 
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在 同样 精度 下 ,对 于 矢量 ns 有 
naxS0sing, ny ~ cosp, nz-1 
(13 的 方向 相对 X,Y,Z 轴 的 极 角 和 方位 角 等 于 9 和 gq 一 x/2, 参 见 第 112 页 脚 
注 ). 进 而 有 (利用 公式 (37.13)): 
ax= Osin( Qt ~ y)= OsinQo tcosy — OcosQ0 tsing 


M M 
二 页 sin0 一 FTO t 


下 /了 3 
一 1sinl2 zsincuot ~ a I — lcos{20 tcoswt, 


或 者 最 后 得 
me PE J 
外 在 -1 -/ 子 - 1 estC0, — w)z]. 
类 似 地 ， 





$B) 
a| /I JE ; 一 
4| 1- 中 -arco， w)]. 


由 此 可 知 ,矢量 h3 的 运动 是 以 频率 (Do 土 w) 绕 Z 轴 的 两 个 转动 合成 的 . 
习题 2 试 求 M =2EI, 情况 下 陀螺 的 自由 转动 . 
解 :在 图 51 上 ,这 种 情况 相应 于 矢量 M 的 端点 沿 着 过 zz， 轴 极 点 的 曲线 
方程 (37.7) 有 如 下 形式 : 
dss] 8 = 
dr ” Ts 
其 中 引入 了 记号 Du = MI/1, 2E/M ;积分 这 个 方程 ,然后 利用 公式 (37.6)， 


可 得 
四 1 (万 一 天 ) 1 
0, QoW I(T; — IT) coshr， 


0Q, = fotanhr, 


Tl(1,-1) 1 
0,= QoW IT,(1;s~— 1) coshr- 


为 了 确定 陀螺 的 绝对 运动 ,我 们 引入 欧 拉 角 , 定 义 86 为 Z 轴 (JM 的 方向 ) 与 








_ 0 
020， >“ 了， 
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陀螺 惯性 主轴 za( 不 是 正文 中 的 zs) 之 间 的 夹 角 .在 给 出 秋 量 2 的 分 量 与 欧 拉 
角 关系 的 公式 (37.14) 和 (37.16) 中 ,将 下 标 循环 蔡 换 123 一 312. 然 后 将 (1) 式 代 
入 可 得 
cosO=tanhr, p= {0t+eonst, tanyg = 2 
由 所 得 公式 可 知 ,矢量 人 2 按 渐 近 线 ( 当 ti 一 co 时 ) 趋 近 于 zx, 轴 , 同 时 zy 轴 
按 渐 近 线 趋 近 于 固定 轴 Z. 


8$838 刚体 接触 


由 运动 方程 (34.1) 和 (34.3) 可 知 ,刚体 平衡 条 件 是 作用 在 刚体 上 的 力 之 和 
等 于 零 ,力矩 之 和 也 等 于 零 : 

F= >f=0, K= Drxf=0. (38.1) 
这 里 的 求 和 是 对 作用 在 刚体 上 的 所 有 外 力 ,而 + 是 力 的 作用 点 的 径 矢 . 这 时 定义 
力矩 的 点 (坐标 原点 ) 可 以 任意 选择 : 当 = 0 时 ,K 不 依赖 于 这 个 点 的 选择 ( 参 
见 (34.5)). 

如 果 我 们 研究 两 个 相互 接触 的 刚体 , 则 平衡 条 件 (38.1) 应 该 对 每 个 刚体 成 
立 . 这 时 外 力 应 该 包括 作用 在 给 定 刚体 上 的 其 它 与 之 接触 的 刚体 的 作用 力 . 这 些 
作用 在 刚体 接触 点 上 的 力 称 为 反 力 .显然 ,两 个 刚体 相互 作用 的 反 力 大 小 相等 方 
向 相反 . 

一 般 情况 下 ,确定 反 力 的 大 小 和 方向 ,需要 对 所 有 刚体 联合 求解 平衡 方程 组 
(38.1). 在 某 些 情况 下 , 反 力 的 方向 可 以 由 问题 的 条 件 直 接 给 出 .例如 ,如果 两 个 
刚体 可 以 沿 着 接触 面相 互 自 由 滑动 , 则 反 力 的 方向 沿 着 接触 面 的 法 线 . 

如 果 两 个 接触 刚体 相对 运动 , 则 除了 反 力 ,还 有 耗 散 性 质 的 力 , 即 摩 氛 力 . 

接触 的 刚体 有 两 种 可 能 的 相对 运动 :滑动 和 滚动 .在 滑动 时 反 力 垂直 于 接触 
面 ,而 摩擦 力 沿 着 接触 面 的 切线 . 

纯 滚 动 的 特点 是 刚体 在 接触 点 没有 相对 运动 , 换 句 话说 ,在 每 个 时 刻 就 像 滚 
动 刚 体 的 接触 点 被 固定 一 样 .这 时 反 力 的 方向 是 任意 的 , 即 不 一 定 垂直 接触 面 . 
滚动 摩 阻 以 附加 力矩 的 形式 阻碍 滚动 . 

如 果 滑 动 时 摩 氛 力 足够 小 ,可 以 忽略 , 则 称 刚体 接触 面 绝对 光滑 .反之 ,如 果 
接触 面 的 性 质 决定 刚体 只 能 作 无 滑动 的 纯 滚 动 ,而 滚动 摩 阻 可 以 忽略 , 则 称 接 触 
面 绝 对 粗糙 . 

在 这 两 种 情况 下 ,摩擦 力 不 出 现在 刚体 运动 问题 中 ,因此 问题 是 纯 力学 的 . 
如 果 摩 擦 的 具体 性 质 对 运动 来 说 是 非常 重要 的 , 则 运动 不 是 纯 力 学 过 程 ( 参 见 
§ 25). 
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刚体 的 接触 使 它们 的 自由 度 比 自由 运动 时 有 所 减少 .到 目前 为 止 ,我 们 在 研 
究 问 题 时 ,都 要 引入 与 实际 自由 度 相应 的 坐标 .但 是 ,对 于 刚体 的 滚动 ,这 样 选择 
坐标 可 能 是 行 不 通 的 . 
刚体 滚动 的 条 件 是 两 个 刚体 上 接触 点 速度 相等 (例如 ,刚体 沿 着 静止 表面 滚 
动 时 ,接触 点 速度 应 该 等 于 零 ) .一 般 情 况 下 ,这 个 条 件 表 示 成 约束 方程 的 形式 
>cudi;=0， (38.2) 
其 中 c。 只 是 坐标 的 函数 (下 标 a 是 约束 方程 的 编号 ) .如 果 左 端 不 是 某 个 关于 坐 
标 函 数 对 时 间 的 全 导数 , 则 这 些 方程 是 不 可 积 的 . 换 名 话说 ,这 些 方程 不 能 转化 
为 仅仅 是 一 些 坐 标 之 间 的 关系 式 ,利用 这 些 关系 式 , 可 以 用 与 实际 自由 度 相应 的 
较 少 坐标 来 描述 刚体 的 位 置 . 这 样 的 约束 称 为 非 完 整 约 束 ( 与 只 是 给 出 坐标 之 间 
关系 的 完整 约束 相反 ) . 
例如 ,我 们 研究 球 沿 着 平面 的 滚动 .我 们 用 V 表示 平 动 速度 ( 球 心 速度 ) ,用 
4 表示 球 转动 角速度 .如 果 在 一 般 公 式 v = V+ Xr 中 令 r = 一 an(a 为 球 的 
半径 ,n 为 平面 在 接触 点 的 法 向 单位 矢量 ), 则 可 得 球 与 平面 接触 点 的 速度 .我 们 
要 求 的 约束 是 在 接触 点 没有 滑动 的 条 件 ,由 下 面 方程 给 出 
V-a(Qxn)=0. (38.3) 
这 个 方程 不 可 积 :虽然 速度 Y 是 球 心 径 和 撩 对 时 间 的 全 导数 ,但 角速度 一 般 情况 
下 不 是 某 个 坐标 对 时 间 的 全 导数 .因此 ,(38.3) 是 非 完整 约束 中 . 
由 于 非 完整 约束 的 方程 不 能 用 来 减少 坐标 数 ,所 以 存在 这 样 的 约束 就 必须 
使 用 非 全 部 独立 的 坐标 . 为 了 建立 拉 格 朗 日 方程 , 我们 重新 问 到 最 小 作用 量 
原理 . 
形式 为 (38.2) 的 约束 限制 坐标 变 分 的 可 能 取 值 .就 是 说 ,在 该 方程 两 边 乘 
以 5 ,我 们 可 以 发 现 变 分 5g, 不 是 独立 的 ,它们 满足 关系 式 
> cu8q = 0. (38.4) 
在 对 作用 量变 分 时 必须 考虑 这 个 关系 式 . 根 据 求 条 件 极 值 的 拉 格 朗 日 方法 ,应 该 
给 作用 量变 分 
3S = | >se [元 -总 过 jd 
的 被 积 表达 式 加 上 乘 以 不 定 乘 子 (坐标 的 函数 ))。 后 的 方程 (38.4) ,然后 令 积分 
等 于 零 . 这 时 可 以 认为 所 有 变 分 8q; 是 独立 的 ,可 得 方程 





” @ 应 该 指出 ,对 于 圆柱 ,这 样 的 约束 是 完整 的 . 这 时 滚动 中 转动 轴 的 方向 在 空间 保持 不 变 ,所 以 0 
= dg/di 是 圆柱 绕 自 己 的 中 轴 转 角 g 对 时 间 的 全 导数 .这 时 关系 式 (38.3) 可 积 ,给 出 球 质心 坐标 与 之 间 
的 关系 . 
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d ooL aL 
dt 3 时 9g, Zeca (38.5) 


该 方程 与 约束 方程 (38.2) 一 起 构成 了 对 于 g; ,4。 的 封闭 方程 组 . 

在 上 述 方法 中 不 出 现 反 力 ,刚体 的 接触 完全 反映 在 约束 方程 中 .然而 , 男 有 
一 种 建立 接触 刚体 运动 方程 的 方法 , 反 力 出 现在 方程 中 . 这 种 方法 (构成 了 达 蝴 
贝尔 原理 的 内 容 ) 的 实质 是 对 每 个 刚体 写 出 方程 


dP 3, dM yr xy, (38.6) 
并 且 在 作用 力 f 中 包括 反 力 ,这 些 反 力 是 预先 未 知 的 ,在 求解 运动 方程 时 与 运动 
一 起 确定 . 这 种 方法 对 完整 约束 和 非 完整 约束 同样 适用 . 
习 题 
习题 1 均 质 球 在 力 正和 力矩 改作 用 下 , 沿 着 平面 滚动 , 试 利 用 达 朗 贝尔 
原理 求 运动 方程 . ~ 
解 :在 正文 中 已 经 写 出 约束 方程 (38.3). 引 入 平面 作用 在 球 上 的 反 力 (用 RR 
表示 ), 写 出 方程 (38.6); 


dV 
六 下 下 + 及， (1) 
1 S52=K-a(nxR) (2) 


(这 里 考虑 了 P=jV 以 及 对 于 球形 陀螺 M = I1Q2). 将 约束 方程 (38.3) 对 时 间 求 
导 , 得 
V=a(Qx n). 
代入 方程 (1) 并 与 方程 (2) 联 立 消 去 各 ,可 得 方程 
LT(F+R)=Kxn -aRt+an(n:R). 
ap 


将 这 个 方程 写成 分 量 形式 并 代入 T= (2/5)pa (参见 $32 习题 2 的 b), 得 
5,. 2 5 2 
元 K, 5, R= -K-55P,, R= 一 FF. 
(以 滚动 平面 为 zy 平面 ) .最 后 ,将 这 些 表 达 式 代入 方程 (1), 可 得 仅 包 含 给 定 外 
力 和 力 答 的 运动 方程 
dV, 5 K, dV, 5 K, 
dz = 疡 (F.+ a )， dt 产 | » a ): 
利用 约束 方程 (38.3) ,可 以 将 分 量 0,,0, 用 V,,V, 表示 ,而 对 于 Q, 有 


R, = 
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(方程 (2) 的 z 方向 分 量 ). 

习题 2 重 为 PP 长 为 /1 的 均 质 杆 BD 靠 在 墙 上 ,如 
图 52 所 示 , 其 下 端 A 用 绳 AB 国定 . 试 求 支撑 点 反 力 
和 绳 的 张力 . 

解 : 杆 的 重量 体现 为 作用 在 杆 中 点 的 竖 直 向 下 的 
力 PP. 反 力 Rs, Re 的 方向 分 别 竖 直 向 上 和 垂直 杆 , 绳 
张力 人 的 方向 是 从 已 指向 A. 解 平衡 方程 可 得 


= FLsin2a, Rs=P- Resina, T= Recosa. 

习题 3 重 为 卫 的 杆 AB 以 两 个 端点 靠 在 水 平面 
和 竖 直 面 上 ,并 用 两 条 水 平 强 AD 和 BC 拉 着 , 强 BC 
与 杆 AB 位 于 同一 个 竖 直 面 内 (图 53). 试 求 支撑 点 反 力 图 52 
和 绳 的 张力 . 


Re 











解 :张力 T ,Ts 的 方向 分 别 从 A 到 忠 和 从 BB 到 C. 反 力 R，,Rs 分 别 重 直 


相应 的 平面 . 解 平衡 方程 得 RA 
CA 


Ra =P, Te = 于 cota, 
R= TssinB, Ta= Tgpcosph. 

习题 4 两 根 长 为 1 的 杆 上 面 以 匀 链 相连 ,下 
面 用 绳 连 接 ( 图 54). 在 一 根 杆 的 中 点 作用 一 个 力 下 
(忽略 杆 的 重量 ). 试 求 反 力 . 

解 :作用 在 A 点 的 张力 从 A 指向 B, 而 作用 在 
B 点 的 张力 从 BB 指向 A. 在 A 点 和 B 点 的 反 力 Th 
和 Ts 垂直 支撑 平面 .用 R 表示 匀 链 作用 在 AC 杆 
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上 的 反 力 , 则 匀 链 作用 在 BC 杆 上 的 反 力 为 - 尺 。 .根据 平衡 条 件 , 作 用 在 BC 杆 
上 的 力 RRa ,本 ,一 Re 的 力矩 之 和 等 于 零 , 由 此 可 知 矢 量 Ro 的 方向 沿 着 BC. 再 利 
用 其 它 平 衡 条 件 (对 两 根 杆 的 每 一 根 ) ,可 得 


3 F 
Ra = Ka = 于， 
__F _1 
Re 4sing 四 T=Feota 
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到 现在 为 止 ,我 们 研究 任何 系统 的 运动 都 是 相对 惯性 参考 系 的 .例如 ,对 于 
在 外 场 中 运动 的 质点 ,在 惯性 参考 系 中 才 有 拉 格 朗 日 函数 





Lo=-s U， (39.1) 
和 相应 的 运动 方程 
dvo。_ _9U 
“ad gar 


(我 们 在 本 节 用 下 标 0 表示 在 惯性 参考 系 中 的 物理 量 ). 
现在 我 们 研究 在 非 惯性 参考 系 中 质点 运动 方程 的 形式 .我 们 仍 以 最 小 作用 
量 原理 为 出 发 点 , 它 的 应 用 范围 不 受 参考 系 选择 的 限制 ,同时 , 拉 格 朗 日 方程 


d aL 93L 
av 3 (39.2) 


也 同样 有 效 . 但 拉 格 朗 日 函数 已 经 不 是 (39.1) 的 形式 ,为 了 求 得 它 ,需要 引入 函 
数 L。 的 变换 . 

我 们 分 两 步 进行 这 个 变换 .我 们 首先 研究 以 速度 V(t) 相 对 惯性 参考 系 K。 
运动 的 参考 系 K .质点 相对 参考 系 K。 和 K’ 的 速度 v。 和 w 之 间 的 关系 为 

vo= vw + V(r). (39.3) 
将 这 个 等 式 代 入 (39.1) ,可 得 在 参考 系 K 中 的 拉 格 朗 日 函数 
mv 
2 

但 V(z) 是 时 间 的 给 定 函 数 ,可 以 当 作 某 个 防 数 对 时 间 的 全 导数 ,所 以 上 式 中 
第 3 项 可 以 略 去 .此 外 ,vw =dr /di, 其 中 rv 是 质点 在 参考 系 K 中 的 径 矢 ,所 以 有 


L’= 





tmv V+ VU. 





mV (DY = mV mV ) mr 
代入 拉 格 朗 日 函数 并 略 去 对 时 间 的 全 导数 ,可 得 
大 = 2 mw) DU, (39.4) 


2 
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其 中 W=dVidt 是 参考 系 K 的 平 动 加 速度 . 
利用 (39.4) 可 得 拉 格 朗 日 方程 


dv __9U 


可 见 ,加 速 平 动 参考 系 对 质点 运动 方程 的 影响 ,等 价 于 一 个 均匀 力 场 ,质点 
在 该 场 内 受 力 等 于 质量 乘 以 加 速度 WW, 且 方向 与 加 速度 相反 . 

下 面 我 们 研究 另 一 个 参考 系 KK, 与 K 有 公共 的 原点 ,但 是 以 角速度 Q(z) 转 
动 , 相 对 惯性 参考 系 Ko ,参考 系 K 既 平 动 又 转动 . 

质点 相对 参考 系 K 的 速度 v 等 于 相对 参考 系 K 的 速度 wv 加 上 与 参考 系 K 
转动 的 速度 2 Xr: 

v=v+Qxr 
(质点 在 参考 系 K 和 K“ 中 的 径 矢 r 和 rr 重合 ) .将 这 个 表达 式 代 入 拉 格 朗 日 函数 
(39.4) ,可 得 
四 


mv 
2 
这 是 在 任意 非 惯 性 参考 系 中 拉 格 朗 日 函数 的 一 般 形式 .我 们 注意 到 ,参考 系 转动 

导致 出 现 一 个 特别 的 项 , 它 对 质点 速度 是 线性 的 . 
为 了 计算 拉 格 朗 日 方程 中 的 导数 ,我 们 写 出 全 微分 
dL=mv:dvtmdv (QOxr)tmv:(QXxXdr)tm(Qxr):(Qxdr)-— 


tmv(QXr)+tF(RxXrY -mWwr-U. (39.6) 


mW:dr -SU.dr= mo ‘dvtmdv'(Qxr)t+ 


ar 
mdr*(v x Q)+m[(QXr) x Qldr- mWedr -Fdr. 
合并 包含 dv 和 dr 的 项 ,可 得 
FE =mo +m(@xr), 天 =m(? x8)+m[(2xr)x2]-m 多 -3 于 


将 这 些 表达 式 代 入 (39.2) ,可 得 运动 方程 
m = -mwt m(rxQ)+2m(vw xQ)+m[nx(rx0@)|. 
(39.7) 


我 们 发 现 , 因 参 考 系 转动 产生 的 “惯性 力 ” 由 3 部 分 组 成 . 力 mx(r x 妖 ) 与 非 
等 速 转动 有 关 , 而 其 它 两 个 部 分 在 等 速 转动 时 也 存在 .2m(w x 如 ) 称 为 科 里 奥 
利 力 ,与 以 前 研究 的 所 有 ( 非 耗 散 ) 力 不 同 , 它 依赖 于 质点 的 速度 .mx [2 x (rx 
旭 )] 称 为 离心 力 . 它 位 于 过 和 的 平面 上 ,垂直 于 转动 轴 ( 即 8 方向), 方 向 
背离 转动 轴 . 离 心力 的 大 小 等 于 mp 人 ” ,其 中 o 是 质点 到 转动 轴 的 距离 . 

我 们 研究 参考 系 没有 平 动 加 速度 且 等 速 转动 的 特殊 情况 .在 (39.6) 和 





$39 非 惯 性 参考 系 中 的 运动 。 131 ， 








(39.7) 中 令 2 = const, 了 =0, 可 得 拉 格 朗 日 郴 数 





L= tmo (2xr)+ 全 (有 xm -U (39.8) 
以 及 拉 格 朗 日 方程 
mt2m(y xQ)+m[Qx(rx 0)]. (39,9) 
t oar 
我 们 计算 这 时 质点 的 能 量 .将 
p= =mv tm(Qxr) (39.10) 
代入 玉 =p'w - 工 , 可 得 
下 = 2 (Oxr) +U. (39.11) 


应 该 注意 ,能 量 中 没有 速度 的 线性 项 .参考 系 的 转动 导致 能 量 中 出 现 仅 依赖 于 坐 
标 且 正 比 于 速度 平方 的 附加 项 .这 个 附加 势能 - (xz/2)(@xr) 称 为 离心 势能 . 
质点 相对 等 速 转动 参考 系 的 速度 w 与 相对 惯性 参考 系 的 速度 o。 的 关系 为 
vo=v +Rxr. (39.12) 
所 以 质点 在 参考 系 K 中 的 动量 p( 参 见 (39.10)) 等 于 质点 在 惯性 参考 系 K。 
中 的 动量 pm = m po. 同时 相应 的 动量 矩 M=rxp 和 Mu=rxp 也 相等 .但 质 
点 在 参考 系 K 和 Ko 中 的 能 量 不 同 .由 (39.12) 求 出 v 代入 (39.11), 可 得 





= mv (RXr)+ U = 5 +U-m(rxwv)':n. 
前 两 项 是 质点 在 惯性 参考 系 Ku 中 的 能 量 E, .在 最 后 一 项 中 代 人 动量 矩 ,可 得 


E=E,—-M':0. (39.13) 
这 个 公式 确定 了 转换 到 等 速 转动 参考 系 时 的 能 量变 化 规律 .虽然 推导 是 对 一 
个 质点 的 情况 进行 的 ,但 是 可 以 直接 推广 到 任意 质点 系 ,同样 导出 公式 (39.13). 
习 题 
习题 1 试 求 地 球 自 转 ( 角 速度 很 小 ) 引 起 自由 落体 的 偏 移 . 
解 :在 重力 场 中 U= 一 mg*r, 其 中 g 是 重力 加 速度 ,在 公式 (39.9) 中 忽略 
包含 2 的 平方 的 离心 力 , 可 得 运动 方程 
v=2v XR+g. (1) 
用 逐 阶 近似 法 求解 这 个 方程 .为 此 假设 vw = vi+ wv, 其 中 vi 是 方程 六 | = 一 8 的 
解 , 即 v = gt + vo(vo 是 初始 速度 ). 将 v0 = vi + vw, 代入 (1) 并 将 wv, 留 在 右 端 ， 
可 得 上 mw 的 方程 
v=2v.X@=21(gxX QR)+2v0, xX 0. 





. 132 . 第 六 章 ”刚体 的 运动 





积分 得 
r=htvtts- + (sx 2)+r(v x2), (2) 
其 中 是 质点 的 初始 位 置 失 量 . 
取 z 轴 坚 直 向 上 ,zr 轴 沿 着 经 线 指向 极点 ,那么 
0 


gr=g8,=0, g:.= ~-g, (2,= (2cosA, ,=0, 0,= fsinA, 
其 中 4 是 纬度 (假设 为 北纬 ). 在 (2) 中 令 vo=0, 得 
3 
z=0, y= -gcosX. 
代入 下 落 时 间 zeV 2hjg ,最 后 得 
3/2 
之 三 0， y=- 序 ( 委 ) 8g(2cosA 


(y 值 为 负 表 示 向 东 偏 移 ). 
习题 2 ” 试 求 以 初始 速度 mo 从 地 球 表面 向 上 抛 出 的 物体 的 偏 移 . 
解 : 设 初始 速度 mo 位 于 zz 平面 内 ,初始 高 度 为 户 =0. 由 方程 (2)( 习 题 1) 可 得 
y= 一 Sg0, + 7° (0,v0, 一 Qu ), 


或 者 ,代入 飞行 时 间 1222vo./g 有 


习题 3 试 确定 地 球 转 动 对 单 摆 微 振动 的 影响 ( 傅 科 摆 ) . 
解 :忽略 摆 的 紧 直 方向 位 移 这 个 二 阶 小 量 , 可 以 认为 运动 在 zy 平面 内 . 略 
去 包含 2” 的 项 , 写 出 运动 方程 为 
E+tw r=20.3, y+w y= -20,2, 
其 中 w 为 不 考虑 地 球 转 动 时 摆动 频率 .将 第 二 个 方程 乘 以 1 加 上 第 一 个 方程 ,可 
得 ES6=z+iy 的 方程 
e+2i0.6 +owze=0. 
当 0Q, <w 时 这 个 方程 的 解 有 如 下 形式 : 
é=e (Ale” +Ase ™) 
或 者 
xX+iy=e (zxo +iyo), 
其 中 函数 zo(1),yo(1) 给 出 不 考虑 地 球 转动 时 单 摆 的 轨迹 .因此 ,地 球 转 动 的 影 
响 是 使 轨迹 绕 竖 直方 向 以 角速度 Q。 转动. 
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$ 40 了 哈密 顿 方程 


利用 拉 格 朗 日 函数 (和 由 它 导出 的 拉 格 朗 日 方程 ) 来 研究 力学 规律 ,需要 给 
定 广义 坐标 和 广义 速度 来 描述 系统 的 力学 状态 .然而 ,这 种 描述 不 是 唯一 可 能 
的 .利用 广义 坐标 和 广义 动量 来 描述 系统 状态 ,具有 一 系列 优点 ,特别 是 在 研究 
各 种 力学 普遍 问题 的 时 候 .于 是 ,这 就 产生 了 建立 与 此 相应 的 运动 方程 的 问题 . 

通过 数学 上 著名 的 勒 让 德 变换 ,可 以 从 一 组 独立 变量 变换 到 另 一 组 .在 这 里 
给 定 的 情况 下 ,这 个 变换 可 概括 如 下 . 

拉 格 朗 日 | 其 全 微分 等 于 


dL = Fd, + Dd 


因为 按 定义 3L/3 &, 是 广义 动量 ,又 根据 拉 格 朗 日 方程 有 3L/3g， = p; ,所 以 上 
面 这 个 表达 式 可 以 写成 
dL = 2 Pidg + 2D)pid gd,. (40.1) 
现在 将 (40.1) 的 第 二 项 写成 
Dpidd; = dD)p6) - > oidp., 
将 全 微分 d( >》) p, 6;) 移 到 等 式 左 端 并 改变 所 有 符号 ,由 (40.1) 可 得 
dP)pidG -1L)=- Dpdg + D> ddp,. 

微分 号 下 的 量 是 用 广义 坐标 和 广义 动量 表示 的 系统 能 量 (参见 8 6) , 称 为 

系统 的 哈密 上 顿 函 数 
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H(p,g,t) = Dpid: 一 工 . (40.2) 
由 微分 等 式 
dH =— 2) pidg: + 2) didp (40.3) 
得 出 方程 
4 = 3 = 一 Fe (40.4) 


这 就 是 用 变量 p 和 g 表示 的 运动 方程 , 称 为 哈密 顿 方程 .它们 构成 2* 个 未 知 
函数 的 2s 个 一 阶 微分 方程 组 ,代替 拉 格 朗 日 方法 的 * 个 二 阶 方程 .由 于 这 些 方 
程 的 形式 简单 并 且 对 称 , 称 之 为 正则 方程 . 

哈密 顿 函 数 对 时 间 的 全 导数 为 


dH aH 9 五 . aH: 
dt 2 3 i* 
将 方程 (40.4) 的 9,,p; 代 人 ,上 式 后 两 项 相互 抵消 ,因此 


9 
dH - a, (40.5) 


特别 地 ,如 果 哈 密 顿 函数 不 显 含 时 间 , 则 dH/dt = 0, 即 得 到 能 量 守 恒定 律 . 
除了 动力 学 变量 g ,2 或 者 g,p, 拉 格 朗 日 函数 和 哈密 顿 函数 还 包含 各 种 参 
数 ,这些 参数 描述 力学 系统 本 身 或 者 外 场 的 性 质 . 设 是 这 样 的 参数 ,我 们 将 它 
看 作 变 量 , 则 代替 表达 式 (40.1) ,有 
aL 


dL = Dy Pidg + 了) 加 do 十 Sr 
而 代替 表达 式 (40.3), 有 
dH =— 2D) Pidg + 2) gidp; 一 dA. 
由 此 可 得 拉 格 朗 日 函数 和 哈密 顿 函 数 对 参数 4 的 偏 导数 之 间 的 关系 
(去 ) =-{( 均 ) ， (40.6) 


下 标 表示 ,在 对 玉 求 导 时 p,g 是 不 变 的 ,对 工 求 导 时 a,5 是 不 变 的 . 

这 个 结果 可 以 表示 为 另 一 种 形式 . 设 拉 格 朗 日 函数 的 形式 为 L = 工 , + 工 '， 
其 中 工 “ 是 基本 函数 L, 很 小 的 附加 项 .哈密 顿 函数 态 = Hu + 五 " 的 相应 附加 项 
与 工 的 关系 为 








(H'),, =- (L’),,. (40.7) 

可 以 发 现 ,在 从 (40.1) 到 (40.3) 的 变换 中 ,我 们 没有 写 出 带 dz 的 项 , 即 没 

有 考虑 拉 格 朗 日 函数 可 能 显 含 时 间 的 情况 .这 是 因为 在 给 定 情况 下 时 间 仅 仅 是 
一 个 参数 ,与 所 做 的 变换 无 关 . 类 似 于 公式 (40.6) , 拉 格 朗 日 函数 和 哈密 顿 函 数 
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对 时 间 的 偏 导数 之 间 的 关系 为 
(元 ) 一 ( 却 ) (40.8) 
习 题 


习题 1 试用 笠 卡 儿 坐 标 、 柱 坐标 和 球 坐 标 表示 一 个 质点 的 哈密 顿 函 数 . 
答案 :用 笛 卡 儿 坐 标 x,y,z 表示 为 








H= 7p + p+p)+ U(r,y, z). 


用 柱 坐 标 r,p,z 表示 为 
2 
二 LP 十 学 + p:)+ U(r,g,z). 
用 球 坐 标 r,0,p 表示 为 


1 ps , _ ps 
,H= 直 (pr+ 保 + 6 i ab)+ U(r,0,9). 


> 
习题 2 衣 质 上 在 和 过 生动 考 系 让 的 哈密 
解 : 由 (39.10) 和 (39.11) 有 


H=2 - ‘(rxp)+U 
2m 
习题 3 设 有 一 个 由 质量 为 M 的 质点 和 n 个 质量 为 m 的 质点 组 成 的 系统 ， 
不 考虑 系统 质心 的 运动 , 试 求 这 个 系统 的 哈密 顿 函 数 (参见 $13 习题 ). 
解 :在 $13 习题 中 得 到 的 拉 格 朗 日 函数 中 ,政变 U 前 面 的 符号 ,可 得 能 量 
已 .广义 动量 为 








aL nL 
Po TU 
由 此 得 
Zr nD DD, 
v= tp. 
代入 已 ,可 得 
1 1 
H=3 Dp: + sm (Dp) +U 
841 罗斯 函数 


在 某 些 情况 下 ,需要 在 变换 中 用 新 变量 代替 部 分 广义 动量 而 非 全 部 . 相应 的 
变换 类 似 前 一 节 . 





， 136 . 第 七 章 正则 方程 





为 了 书写 公式 简便 ,首先 假设 总 共有 两 个 广义 坐标 ,用 g 和 & 表示 ,我 们 进 
行 从 g,&#,9,E 到 gq,&,p,& 的 变换 ,其 中 p 为 相应 于 广义 坐标 g 的 广义 动量 . 
拉 格 朗 日 函数 L(g ,8,9,&) 的 微分 为 








aL, 3L,. 39L,. aL,. . gL, aL,. 
由 此 可 得 
d(L -po)= bdg- Ydp+ dt dé. 
af 
引入 函数 ( 称 为 罗斯 函数 ) 
Rd,p,e,e)=po- 工 ， (41.1) 
式 中 的 速度 3 借助 等 式 p=3L/93g 用 广 闵 动量 p 表示 .罗斯 函数 的 微分 为 
dR= -pdg+ gdp -FEdé ~ dé. (41.2) 
aé 
由 此 可 得 
. 9 。 | 
5 起 b=- 字 (41.3) 
aL 3aR aL 9R : 
下- 下， (41.4) 
将 后 两 个 等 式 代 入 变量 & 的 拉 格 朗 晶 方程 ,得 
d 39R _aR 
下 区 下 (41.5) 


可 见 , 罗 斯 函数 对 于 坐标 g 是 哈密 顿 函 数 ( 方 程 (41.3)), 对 于 坐标 & 是 拉 
格 朗 日 函数 (方程 (41.5)). 
根据 系统 能 量 的 定义 
Eg er+ er 
9g 9€ 
将 (41.1) 和 (41.4) 代 和 人, 能量 可 以 用 罗斯 函数 表示 为 
E=R-eca， (41.6) 
9é€ 

显然 ,我 们 得 到 的 这 些 公式 可 以 推广 到 有 多 个 坐标 g 和 & 的 情况 . 
罗斯 函数 是 非常 有 用 的 ,特别 是 存在 循环 坐标 的 时 候 . 如果 g 是 循环 坐标 ， 
则 它 不 显 含 在 拉 格 朗 日 函数 中 ,也 不 显 含 于 罗斯 函数 ,所 以 罗斯 函数 仅 是 变量 


p,$,& 的 函数 .而 相应 于 循环 坐标 的 广义 动量 p 为 常数 (也 可 以 从 (41.3) 的 第 


-L=po+é EL. 
aé 
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二 个 方程 得 出 ,从 这 个 意义 上 讲 , 这 个 方程 不 能 给 出 任何 新 的 结果 ). 将 p 替换 
为 给 定常 值 后 ,方程 (41.5) 


d 3aR(D,s,E) 3aR(D,E,E) 
dt at 9& 

仅 包 含 坐标 &, 循 环 坐 标 完 全 被 消去 .如 果 这 些 方程 可 以 求解 并 得 到 函数 6(z)， 
则 代入 方程 





, _9R(p,é,€) 
g 5 
的 右 端 ,可 以 直接 积分 求 出 函数 g(z). 
习 题 


习题 ” 试 消 去 循环 坐标 J(y,p,0 是 欧 拉 角 ), 求 对 称 陀螺 在 外 力 场 
U(g,90) 中 的 罗斯 函数 . 
解 : 拉 格 朗 日 函数 
L=3 (+ sn 0) +2 (p+ pcos0) —-U(9p,0) 
(参见 §35 的 习题 1). 罗 斯 函数 为 


。 2 7 . 
R=p,d-L= -ppeos0 -HO + Ysin 0) + U(gp,0), 
3 


第 一 项 是 常数 ,可 以 略 去 . 
$ 42 泊 松 括号 
设 /(p,gq,z) 是 坐标 ,动量 和 时 间 的 某 个 函数 . 它 对 时 间 的 全 导数 为 


代入 由 哈密 顿 方程 (40.4) 给 出 的 g ,zk 的 表达 式 ,得 





df _9f 
下 三 充 +| 58, 几 ， (42.1) 
其 中 引入 了 记号 
aH ar 3H ar 
1 一 > (7 9 gs 9 ge 站 ) (42.2) 


表达 式 (42.2) 称 为 五 和 j 太 的 泊 松 括号 . 
我 们 知道 ,如 果 动 力学 变量 的 某 个 函数 当 系 统 运动 时 保持 不 变 , 则 称 之 为 运 
动 积分 .由 (42.1) 可 知 ,f 是 运动 积分 (df/d: = 0) 的 条 件 是 


of | 
Fr + IH = 0. (42.3) 
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如 果 运 动 积分 不 显 含 时 间 , 则 
{iH,f} = 0, (42.4) 
即 和 哈密 顿 函 数 的 泊 松 括号 等 于 零 . 
对 于 任意 一 对 变量 f,g , 泊 松 括号 可 以 类 似 地 定义 为 


9 
.al= 如 (区 和 -这 苍 ). (42.5) 


9g: 9p 
由 定义 容易 推出 泊 松 括号 的 如 下 性 质 . 
如 果 两 个 函数 对 调 , 则 泊 松 括号 改变 符号 ; 如果 一 个 函数 是 常数 (c), 则 泊 
松 括号 等 于 零 : 





{if,gl = gg 月， (42.6) 
{f,cl = 0. (42.7) 
其 次 ,还 有 
LA + 万 ,g = {fi,gl + {fy,g!, (42.8) 
[AP gl = filfo,gl+ folfi,gl. (42.9) 
将 (42.5) 对 时 间 求 偏 导 数 有 
Fla = bE |. (42.10) 


如 果 函 数 /或 g 之 一 是 广义 坐标 或 者 广义 动量 , 则 泊 松 括号 变 为 简单 的 偏 
导数 形式 : 


| Al = 元 -， (42.11) 
__9f 
| Ap = 一 Ey (42.12) 
例如 ,在 (42.5) 中 令 g = g, ,就 可 以 得 到 公式 (42.11) ,由 于 
9g 9 g 
5 = by, 7p = 0， 


这 时 求 和 只 剩 下 一 项 .特别 地 ,在 (42.11) 和 (42.12) 中 令 函 数 上 等 于 o 和 p,， 
可 得 


{gsqel = 0, {pi,pil 20, {p,qil| = 3 (42.13) 
在 3 个 函数 组 成 的 泊 松 括号 之 间 ,存在 下 面 关 系 式 
{f,igshll+{g,{h,fll+ |h,lf,gll = 0， (42.14) 
我 们 称 之 为 雅 可 比 恒等式 . 


为 了 证 明 这 个 恒等式 ,我 们 来 研究 下 面 的 情况 .根据 定义 (42.5), 泊 松 括号 
if,g1 是 f 和 g 的 一 阶 导数 的 双 线 性 齐 次 函数 .所 以 ,例如 ,1h,1f,gl| 是 f 和 g 
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的 二 阶 导 数 的 线性 齐 次 函数 .而 等 式 (42.14) 的 整个 左 端 是 所 有 3 个 机 数 f,g,h 
的 二 阶 导数 的 线性 齐 次 函数 .我 们 将 含有 了 的 二 阶 导 数 的 项 放 在 一 起 .第 一 个 括 
号 不 含 这 样 的 项 , 它 是 三 的 一 阶 导数 的 函数 .我 们 引入 线性 微分 算 子 D， 和 D， 
Di(Pp) = lg,p}, D,(¢9) = | ,op 
将 第 2 和 第 3 个 括号 之 和 象征 性 地 写 出 来 .于 是 ， 
lg,la,fll+ia,lf,gll = {tg,{h,fl}— {k,lg,f}} 

= D1(D,(f)) - D,(D'(f)) 

= (DiD, - D,D.,)f. 
容易 看 出 ,微分 算 子 这 样 的 线性 组 合 不 可 能 包含 f 的 二 阶 导 数 .事实 上 ,线性 微 
分 算 子 的 一 般 形 式 为 


9 9 
D, = 之 人 Bz D, = 2 Bz,” 
其 中 é& » Nk 是 变量 z， » T2229""" 的 任意 阻 数 . 于 是 


9 am 
DiD, = 2 EE + 人 x, 3 Ee ， 


PP, = = 之 15 Fz 元 Tl + om 这 和， 
它们 之 差 
是 仅 包 含 一 阶 导 数 的 算 子 . 于 是 ,在 (42， 14) 的 左 端 ,所 有 包含 /的 二 阶 导数 的 项 
相互 抵消 ,对 于 g 和 有 也 是 一 样 ,因此 恒等式 成 立 . 
泊 松 括号 的 重要 性 在 于 ,如 果 f 和 g 是 两 个 运动 积分 , 则 它们 构成 的 泊 松 括 
号 也 是 运动 积分 
{1f,g| = const (42.15) 
( 称 为 泊 松 定理 ). 
如 果 ff 和 g 不 显 含 时 间 ,这 个 定理 的 证 明 非 常 简 单 . 在 雅 可 比 恒等式 中 令 
h = 五 , 得 
{f,lg,Hll + lg,{H,fII + {IH,lf,gll = 0， 
由 此 可 见 , 如 果 有 | 瑟 ,g1 = 0 和 {及 ,fi = 0, 则 {及 ,1f,gi} = 0, 于 是 结论 得 证 . 
如 果 和 g 显 含 时 间 , 则 在 (42.1) 的 基础 上 可 以 写 出 


fl/al = lf + {1H,!{f,g}}. 
利用 公式 (42.10) ,借助 雅 可 比 恒等式 将 | 五 ,| ,gil 用 另外 两 项 代替 ,可 得 
d _ laf 
EREAE 和 | 有， |+ 





f, 区 |- {flagsHll - fg, lH,f| 
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= | + iH halt (f+ 1H,gl| 
或 者 
lf,gl = 半 ,a 1+ | 区 |， (42.16) 

由 此 显然 可 以 证 明 一 般 情况 下 的 泊 松 定理 . 

当然 ,应 用 泊 松 定理 ,我 们 不 是 总 能 得 到 新 的 运动 积分 ,因为 运动 积分 的 数量 
是 有 限 的 (2s - 1, 其 中 :是 自由 度 ). 在 茶 些 情 况 下 ,我 们 可 能 得 到 上 毫 无 意义 的 结 
果 , 即 泊 松 括号 化 为 常数 .在 另外 一 些 情况 下 ,新 得 到 的 运动 积分 只 是 原来 的 运动 
积分 上 和 8g 的 函数 .如 果 不 是 上 述 两 种 情况 , 则 泊 松 括号 给 出 新 的 运动 积分 . 

习 题 

习题 1 试 求 质点 的 动量 p 和 动量 矩 M = r Xp 的 笛 卡 儿 坐 标 分 量 组 成 的 
泊 松 括号 . 

解 :根据 公式 (42.12) 得 





DAM 
9y 


zr 





{M., , p, | 二 一 
和 类 似 的 两 个 公式 


9 
= 一 ay: — zp,) =— p, 


{M,,p.| =0, {M,,p.| = p,. 
其 它 的 泊 松 括号 可 以 通过 下 标 x ，y,z 的 循环 替换 得 到 . 
习题 2 ” 试 求 动量 矩 M 的 分 量 组 成 的 泊 松 括号 . 
解 : 直 接 由 公式 (42.5) 计算 得 
{M,,M,! =- M., {IM,,M.| =- M,, {M.,M,| =- M,. 
因为 不 同 质点 的 坐标 和 动量 是 相互 独立 的 变量 ,所 以 在 习题 1 和 2 中 所 得 
的 公式 对 于 任意 质点 系 的 动量 和 动量 答 也 成 立 . 
习题 3 试 证 
{op,M.! = 0， 
其 中 p 是 质点 坐标 和 动量 的 任意 标量 函数 . 
证 :标量 函数 只 能 以 x ",p?,r 也 的 组 合 形式 依赖 于 矢量 r 和 pp 的 分 量 .所 以 


9p9 _ >_99 99 
dr 2 + Hp 7)P 


对 3g/9p 也 类 似 .利用 这 些微 分 规则 , 按 公 式 (42.5) 直接 验算 即 可 得 要 证 的 结论 . 
习题 4 试 证 





{[f,M.|= fxn, 
其 中 了 是 质点 坐标 和 动量 的 失 量 函数 ,而 于 是 沿 着 z 方向 的 单位 矢量 . 
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证 :任意 矢量 f(r,p) 可 以 写成 
了 = rpl + pp +(rXP)pa， 
其 中 pl ,py ,ps 是 标量 函数 .利用 公式 (42.9)、(42.11)、(42.12) 和 习题 3 给 出 
的 公式 ,直接 验算 即 可 得 要 证 的 结论 . 


$43 作为 坐标 函数 的 作用 量 


在 给 出 最 小 作用 量 原理 时 ,我 们 研究 过 沿 着 两 个 给 定位 置 9"” 和 a” 之 间 
轨迹 的 积分 


S = | za， (43.1) 


五 


其 中 g2” 和 92) 是 在 给 定时 刻 t, 和 zt, 系统 的 位 置 .在 作用 量变 分 时 ,比较 有 相 
同 值 oa(z,) 和 gq(z,) 的 临近 轨迹 上 这 个 积分 值 .这 些 轨迹 中 只 有 一 条 对 应 真实 
运动 ,这 就 是 使 积分 S 取 极 小 值 的 轨迹 . 

下 面 我 们 从 另 一 个 角度 研究 作用 量 的 概念 .我 们 将 S 看 作 描 述 沿 着 真实 轨迹 
运动 的 特征 量 , 并 比较 有 相同 初始 位 置 a(t1) = gq 但 t; 时 刻 通过 不 同位 置 的 轨 
迹 上 的 值 . 换 句 话说 ,我 们 将 真实 轨迹 的 作用 量 积分 看 作 积分 上 限 中 坐标 值 的 函数 . 

从 一 条 轨迹 到 相 邻 其 它 轨迹 的 变换 ,使 作用 量 产生 的 改变 量 由 下 面 表 达 式 
给 出 ( 当 有 一 个 自由 度 时 ): 


oaL 
一 一 一 人 
SS 53 a 





5g dr 于 jaedz 
因为 实际 运动 轨迹 满足 拉 格 朗 日 方程 , 故 这 个 式 子 中 积分 等 于 零 . 在 第 一 项 假设 
在 积分 下 限 5g(z,) = 0, 而 将 8q(z,) 简 记 为 54. 将 9L/3 替换 为 p ,最 后 可 得 : 


8S = p56g 或 者 在 任意 自由 度 情况 下 写成 


"2 | (元 d aL 
二 


| 


8S = 2 pidg;. (43.2) 
由 此 式 可 知 ,作用 量 对 坐标 的 偏 导 数 等 于 相应 的 动量 
as 


类 似 地 , 当 我 们 研究 t, 时 刻 位 置 同 为 a 但 :, = 1 时 刻 通过 不 同位 置 gq 
的 轨迹 时 ,可 以 将 作用 量 看 作 时 间 的 显 函 数 .在 这 个 意义 下 偏 导 数 9S/91 可 以 通 
过 相应 积分 的 变 分 求 得 .但 是 ,借助 公式 (43.3), 用 下 面 的 方法 会 更 简单 . 
根据 作用 量 的 定义 , 它 沿 着 轨迹 对 时 间 的 全 导数 等 于 
下 = 工 . (43.4) 
从 另 一 方面 ,在 上 述 意 义 下 将 S 看 作 坐 标 和 时 间 的 函数 ,利用 公式 (43.3) ,有 
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dS _95s 9S. 9S 。 
Ei Er 
比较 两 个 表达 式 ,可 得 


dS 。 
dr 一 Lo- Zp 


或 者 
dS 
他 =-H. (43.5) 
公式 (43.3) 和 (43.5) 可 以 一 起 写成 作用 量 的 全 微分 的 表达 式 
dS = 之 /dd， ~ Hdi, (43.6) 


其 中 作用 量 看 作 (43.1) 积分 上 限 中 坐标 和 时 间 的 函数 .下 面 假设 不 仅 运动 的 终 
点 而 且 初 始点 的 坐标 和 时 间 都 变化 .显然 ,S 相应 的 变化 将 由 表达 式 (43.6) 在 
两 端点 的 差 值 给 出 , 即 

dS = Sp dg® ~ HOdi®2 - SipP dg® + HDdrD. (43.7) 


这 个 关系 式 表明 ,在 运动 过 程 中 无 论 外 部 对 系统 的 作用 如 何 ,终点 运动 状态 
都 不 可 能 是 初 运动 状态 的 任意 函数 ,只 有 (43.7) 右 端 表达 式 是 全 微分 的 那些 运动 
才 是 可 能 的 .于 是 ,与 拉 格 朗 日 函数 具体 形式 无 关 的 最 小 作用 量 原理 ,给 出 可 能 运 
动 集合 的 一 定 限制 .例如 ,对 于 从 空间 某 个 点 发 出 的 粒子 束 ,可 以 建立 一 系列 一 般 
的 运动 规律 (不 依赖 于 现 有 外 场 的 形式 ) .研究 这 些 规 律 的 学 科 称 为 几何 光学 了 . 

应 该 指出 ,如果 将 坐标 和 动量 看 作 独 立 变 分 的 变量 ,并 在 (43.6) 基础 上 ,将 
作用 量 写成 积分 形式 

Ss = |(Bp.da, - Hat), (43.8) 

则 可 以 由 最 小 作用 量 原理 推导 出 哈密 顿 方程 .为 了 书写 简便 ,我 们 还 是 假设 只 有 
一 个 坐标 (和 一 个 动量 ), 写 出 作用 量 的 变 分 


8S = | (3pag + pddg — Sdgdt - F336pdt |. 
变换 第 二 项 (分 部 积分 ) 给 
_ 9H _ zl 
8S = 32 (da Fp de)+ p3g| jalap + jdt |. 
在 积分 限 上 应 该 令 5g = 0, 这 样 被 积分 出 来 的 项 就 消去 了 :只 有 在 被 积 表达 式 都 


等 于 零 的 条 件 下 , 剩 下 的 表达 式 才能 对 任意 独立 的 6g 和 82 都 等 于 零 . 于 是 有 


_ 2H, aH 


dg aF dp = 39d 





QD 参见 ( 场 论 》, 第 七 章 . 
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除 以 dz 后 可 得 哈密 顿 方 程 . 
$44 莫 培 督 原理 


力学 系统 的 运动 完全 由 最 小 作用 量 原理 确定 :通过 求解 由 该 原理 导出 的 运 
动 方程 ,可 以 得 到 轨迹 的 形式 以 及 在 轨迹 上 位 置 对 时 间 的 依赖 关系 . 

如 果 我 们 限制 在 确定 运动 轨迹 的 问题 上 (暂时 不 考虑 时 间 的 问题 ), 则 可 以 
为 此 建立 更 简单 的 最 小 作用 量 原理 . 

假设 拉 格 朗 日 函数 和 哈密 顿 函数 不 显 含 时 间 ,系统 能 量 和 守恒: 

H(p,g) = E = const. 

根据 最 小 作用 量 原理 ,对 于 给 定 坐 标 和 时 间 的 初 值 和 终 值 ,作用 量变 分 等 于 零 . 

如 果 在 固定 坐标 的 初 值 和 终 值 情况 下 ,允许 终止 时 间 上 变 分 , 则 有 (参见 (43.7)) 
SS =~— Hét. (44.1) 

我 们 不 比较 系统 全 部 的 虚 运 动 ,而 只 是 比较 满足 能 量 守恒 定律 的 那些 . 对 于 

这 样 的 轨迹 ,我 们 可 以 在 (44.1) 中 将 互 代替 为 常数 下 ,给 出 


8S + Edt = 0. (44.2) 
写 出 (43.8) 形式 的 作用 量 并 将 互 代替 为 常数 琅 , 有 
S= | Be.da, — E(t — 40). (44.3) 
这 个 式 子 中 的 第 一 项 
S, = | 2p.da (44.4) 
有 了 时 也 称 为 缩短 作用 量 . 将 (44.3) 代入 (44.2), 得 
5S, = 0. (44.5) 


可 多 ,缩短 作用 量 对 于 所 有 满足 能 量 守 恒定 律 且 在 任意 时 刻 通 过 终点 的 胃 
迹 有 极 小 值 .为 了 利用 这 个 变 分 原理 ,必须 预先 用 坐标 g 及 其 微分 dq 表示 出 动 
量 和 (44.4) 所 有 被 积 表达 式 . 为 此 需要 利用 动量 的 定义 式 


_ .9 dg 
以 及 能 量 守恒 方程 
dag) 


利用 公式 (44.7) ,用 坐标 g 及 其 微分 dq 表示 dt 并 代入 公式 (44.6) ,那么 我 们 就 
用 坐标 g 及 其 微分 dq 表示 出 动量 ,并 且 以 能 量 下 作为 参数 .这 样 得 到 的 变 分 原 
理 可 以 确定 系统 的 轨迹 ,这 个 原理 通常 称 为 莫 培 督 原理 (尽管 它 的 精确 定义 由 欧 
拉 和 拉 格 朗 日 给 出 ). 

对 于 通常 形式 为 动能 与 势能 之 差 的 拉 格 朗 日 函数 
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= DXA YG: — U(g), 
我 们 推导 上 述 作用 量 的 显 式 . 这 时 动量 为 





-9L _- 。 
六 ev (9) GE， 
而 能 量 为 
EF= Dan(g) Q; Gk 十 U(g). 
由 上 式 可 得 
| DJandqidq 
dz = EU) (44.8) 
将 这 个 表达 式 代 人 
dax 
2pidq: 二 Zea dg » 
可 得 缩短 作用 量 为 
So = | V2E - U) Djandgdg,. (44.9) 
特别 地 ,对 于 一 个 质点 ,动能 为 
_m/d!l 
至 (时 
其 中 mx 为 质点 的 质量 ,而 di 是 轨迹 的 微 元 ,确定 轨迹 形式 的 变 分 原理 为 
让 V2m(E - Udi = 0， (44.10) 


这 是 在 空间 中 两 个 给 定点 之 间 积 分 .这 个 形式 由 雅 可 比 提出 . 

对 于 自由 运动 质点 ,U = 0,(44.10) 给 出 

引 d: = 0， 

即 质点 沿 着 最 短路 径 一 一 直线 运动 . 

我 们 再 回 到 作用 量 表达 式 (44.3) ,这 次 对 参数 下 变 分 : 

6S = OE — (ft— 10)8E — ESt. 
将 此 式 代 和 人 (44.2) ,得 
0 一 一 (44.11) 


对 于 形式 为 (44.9) 的 缩短 作用 量 ,这 个 等 式 变 为 


> ,axdgidgx (44.12) 
NE 


这 正 是 方程 (44.8) 的 积分 . 它 与 轨迹 方程 一 起 完全 确定 系统 的 运动 . 
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习 题 
习题 ” 试 由 变 分 原理 (44.10) 推 导出 轨迹 的 微分 方程 . 
解 :进行 变 分 有 


9U Sr dr 
3| VamtE- Ud = |( 雪 VE 0 +8r). 
在 第 二 项 中 考虑 到 dl” = dr ,因此 did8l = dr .dsr. 将 这 一 项 分 部 积分 然后 令 
被 积 表达 式 中 Sr 的 系数 等 于 零 ,得 轨迹 的 微分 方程 


2 VE- Dh(VE 0 争 )-- 守 











oar 
计算 方程 左 端的 导数 并 引入 力 FF= -39U/ar, 可 将 方程 写成 
dr_F-(F:)t 
dt 2(E-U)’ 
其 中 t=dr/dl 是 轨迹 切 向 单位 矢量 ,而 下 一 (Ft)t 是 力 在 轨迹 法 线 方 向 的 分 
量 F, .由 微分 几何 可 知 ,drjdz? = dt/dl 等 于 n/R, 其 中 民 为 轨迹 的 草率 半径 ， 
而 于 是 轨迹 主 法 线 方向 单位 矢量 .将 已 -~ U 替 换 为 mu?12, 得 


2 
my 
n= EF,, 


R 
这 与 曲线 运动 法 向 加 速度 公式 相符 . 
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广义 坐标 g 的 选择 不 受 任何 条 件 的 限制 ,它们 可 以 是 任意 单 值 确定 系统 在 
空间 中 位 置 的 ; 个 量 . 拉 格 朗 日 方程 (2.6) 的 形式 不 依赖 于 这 种 选择 ,在 这 个 意 
义 下 ,可 以 说 拉 格 朗 日 方程 对 于 从 广义 坐标 oj ,aq ,… 到 另外 的 独立 变量 Q，， 
Q;,，… 的 变换 具有 不 变性 .新 坐标 Q 是 老 坐 标 g 的 函数 ,并 且 可 以 使 它们 的 关 
系 式 显 含 时 间 , 即 有 形式 为 

Q; = Q,(g,t) | (45.1) 
的 变换 (有 时 称 为 点 变换 ). 

除了 拉 格 朗 日 方程 ,显然 哈密 顿 方程 (40.4) 在 变换 (45.1) 下 也 保持 形式 不 
变 .然而 ,哈密 顿 方程 实际 上 允许 有 很 多 类 型 的 变换 . 自然 这 是 因为 在 哈密 顿 方 
法 中 动量 p 与 坐标 g 都 是 平等 的 独立 变量 .所 以 ,变换 的 概念 可 以 推广 ,包括 从 
2s 个 独立 变量 p 和 9 到 新 变量 已 和 Q 的 变换 , 即 

Q;= Qi(p,g,t), P;=P,(p,g,t). (45.2) 
这 样 变换 种 类 的 推广 是 力学 的 哈密 顿 方法 的 本 质 优 点 之 一 . 
然而 不 是 说 ,在 形式 为 (45.2) 的 任意 变换 下 ,运动 方程 都 保持 自己 的 正则 形 
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式 . 下 面 我 们 研究 变换 满足 什么 条 件 ， 才 可 以 使 新 变量 P,Q 表示 的 运动 方程 具 
有 如 下 形式 : 





Q,=55，P,=- -， (45.3) 

其 中 玉 (P,Q) 是 新 的 哈密 顿 函 数 . 在 这 样 的 变换 中 特别 重要 的 一 闫 称 为 正则 

林 用 四 下 呈 归 得 到 正则 变换 的 公式 在 $43 结尾 处 已 经 证 明 , 哈 密 顿 方程 
可 以 由 下 面 形式 的 最 小 作用 量 原理 推 得 : 

a (Dp.dg, - Hdt )= 0 (45.4) 

(并 且 所 有 坐标 和 动量 都 独立 变 分 ) .为 使 新 变量 P 和 Q 也 满足 哈密 顿 方程 ,对 
于 新 变量 ,最 小 作用 量 原理 也 应 该 成 立 : 

3| (Sp,aQ, - Hdi)=0. (45.5) 

但 (45.4) 和 (45.5) 等 效 的 条 件 是 它们 被 积 表达 式 仅 相差 某 个 关于 坐标 .动量 和 


时 间 的 任意 函数 下 的 全 微分 ,这 时 两 个 积分 之 差 为 在 变 分 时 不 起 作用 的 常数 
(下 在 两 个 积分 限 上 的 差 ). 由 此 可 见 , 应 该 有 


>; dg; - Hdt = 2P: dQ, - H’dt + dF. 


满足 这 些 要 求 的 变换 称 为 正则 变换 中 . 任何 正则 变换 都 由 自己 的 母 函 数 下 来 描 
述 . 





将 所 得 关系 式 重 新 写成 
dF = D>)pidg; - DPidQ, + ( - H)di, (45.6) 
可 以 看 出 ， 
p= P=- 闻 ， H=H+ 字 ， (45.7) 


这 时 假设 母 函 数 是 新 、 老 坐标 (和 时 间 ) 的 给 定 函 数 :下 = FF(g,Q,z). 在 给 定 函 
数 下 时 ,公式 (45.7) 给 出 了 老 变 量 (p,q) 和 新 变量 (P, QQ) 的 关系 ,同时 还 给 出 
新 的 哈密 顿 函数 . 

不 用 变量 g, Q 表示 母 函 数 ,而 是 用 老 坐 标 g 和 新 动量 P 表示 ,可 能 会 更 方 
便 .为 了 推导 这 种 情况 下 的 正则 变换 公式 ,需要 在 关系 式 (45.6) 中 进行 相应 的 勤 
让 德 变换 .就 是 说 ,将 该 关系 式 重新 写成 


d(F+ >PQ)= Dpida + DQidP; + (H’ - H)dt. 





@ 除了 正则 变换 ,(45.4) 和 (45.5) 的 被 积 表达 式 相差 常数 乘 子 时 ,变换 也 保持 运动 方程 的 正则 形 
式 . 例 如 下 面 形式 的 变换 ; P， = ap;,Q;= gq;,H = a 昌 , 其 中 a 为 任意 常数 . 
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等 式 左 端 微分 号 后 面 的 表达 式 用 变量 g,P 表示 ,是 新 的 母 函 数 . 用 6(q,P,z) 
表示 这 个 母 函 数 ,于 是 有 
p= 了， 
类 似 地 ,可 以 得 到 由 依赖 于 变量 p,Q 或 者 p， P 的 二 画 数 生成 的 正则 变换 公 趟 
应 该 指出 ,新 老 哈密 顿 函数 之 间 的 关系 总 是 可 以 用 同一 种 方式 表示 , 即 母 函 
数 对 时 间 的 偏 导数 给 出 它们 的 差 五 -- 瑟 .特别 地 ,如 果 和 母 函 数 不 显 含 时 间 , 则 
五 = 五 . 换 句 话说 ,这 种 情况 下 为 了 得 到 新 哈密 顿 函 数 ,只 需 在 昌 中 用 新 变量 
P,Q 表示 z,a. 
正则 变换 的 广泛 性 ,在 很 大 程度 上 使 哈密 顿 方法 中 广义 坐标 和 广义 动量 的 
概念 丧失 其 原始 含义 .由 于 变换 (45.2) 将 变量 P,Q 中 每 一 个 都 同 坐标 g 和 动 
量 p 联系 在 一 起 ,所 以 变量 Q 已 经 没有 纯粹 的 空间 坐标 的 含义 .两 组 变量 的 不 
同 仅 在 于 名 称 . 这 是 很 明显 的 ,例如 ,变换 Q, = 户 ,P,= 一 gq, 不 改变 方程 的 正 
则 形式 ,只 是 将 坐标 和 动量 互 换 . 
因此 ,变量 p 和 4g 在 哈密 顿 方 法 中 经 常 被 简称 为 正则 共 力 变量 . 
正则 共 示 性 条 件 可 以 用 泊 松 括号 表示 . 为 此 我 们 先 证 明 一 个 关于 泊 松 括号 
相对 正则 变换 的 不 变性 定理 . 
设 {f,g1,,, 是 f 和 g 的 泊 松 括号 ,其 中 微分 运算 是 相对 变量 p,qg 的 ,而 
1f,gls,a 是 f 和 g 的 泊 松 括号 ,其 中 微分 运算 是 相对 变量 P,Q 的 .于 是 有 
{f,g|,,,= {f,g)p,0. (45.9) 
这 个 关系 式 的 正确 性 可 以 直接 利用 正则 变换 公式 验算 得 到 .但 是 ,也 可 以 通 
过 下 面 讨论 而 不 必 验 算 来 证 实 . 
首先 可 以 看 出 ,在 正则 变换 (45.7) 或 者 (45.8) 中 ,时 间 起 到 参数 的 作用 . 因 
此 ,如 果 我 们 证 明定 理 (45.9) 对 于 不 显 仿 时间 的 量 成 立 , 则 对 一 般 情 况 也 成 立 . 
现在 我 们 纯粹 在 形式 上 将 g 看 作 是 某 个 假想 系统 的 哈密 顿 函 数 .那么 根据 
(42.1),1f,g1,,,。 = -dpdz. 但 是 dp1dz 只 可 能 依赖 于 (假想 系统 的 ) 运 动 性 质 ， 
而 与 变量 选择 无 关 . 因此 ,在 从 一 组 正则 变量 变换 到 另 一 组 正则 变量 时 , 泊 松 括 
号 1f,g| 不 会 改变 . 
由 公式 (42.13) 和 定理 (45.9) 可 得 


0 








H’= H+ (45.8) 





@ 应 该 指出 ,由 母 函 数 
$= Zi (gst)P; 
(fi 为 任意 函数 ) 得 到 的 变换 ,使 新 坐标 由 老 坐 标 (不 是 动量 ) 表 示 : Q; = f;(g,:). 这 是 点 变换 ,是 正则 变 


换 的 特殊 情况 . 
加 ”这 个 变换 相应 的 母 沙 数 为 F = gq,Q,. 
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{Q;,Qil,,=0, {P,Pi!,,=0, {Pi,Qii,.,=6x. (45.10) 

这 是 用 泊 松 括号 写 出 的 新 变量 应 该 满足 的 使 p,q 一 P,Q 为 正则 变换 的 条 件 . 

值得 指出 ,在 运动 中 变量 p ,9 的 变化 也 可 以 看 作 正则 变换 .这 个 结论 的 含 
义 如 下 . 设 g,,p, 是 正则 变量 在 上: 时 刻 的 值 ,而 g,,;,,p,; ,是 正则 变量 在 另 一 个 
时 刻 上 + 的 值 .后 者 是 前 者 (以 及 作为 参量 的 时 间 间 隔 *) 的 函数 ; 

qire—= qlqi ptst), prrre= plgq,, pst, rT). 
如 果 将 这 些 公式 看 作 从 变量 g,, p, 到 变量 g,,,, p,, ,的 变换 , 则 这 是 正则 变换 . 
由 表达 式 
dS=2(p:.dqt. - pdg)- (H,,:- H,)t 

( 见 (43.7)) 可 以 看 出 这 是 显然 的 ,其 中 作用 量 S(g,,,, 9, ,i) 是 沿 着 给 定时 刻 + 
和 t+ zt 过 点 gq, 和 g,; ,的 真实 轨迹 的 泛 函 . 比较 这 个 公式 和 (45.6) 可 知 ,一 S 是 
变换 的 母 函 数 ， 


$ 46 刘 维 尔 定理 


为 了 给 出 力学 现象 的 几何 解释 ,经 常用 到 相 空 间 的 概念 , 相 空间 是 以 力学 系 
统 的 * 个 广义 坐标 和 :s 个 广义 动量 为 坐标 轴 的 2s 维 空间 . 相 空间 的 每 个 点 对 应 
于 系统 的 一 个 确定 状态 . 当 系 统 运 动 时 ,表示 系统 状态 的 相 点 在 相 空间 中 画 出 的 
曲线 称 为 相 轨 迹 . 微 分 的 乘积 

dT'= dgi*"*dg,dp1i'*dp, 
可 以 看 作 相 空间 的 “体积 元 ”. 下面 我 们 研究 沿 着 相 空间 某 个 区 域 的 积分 | dT， 
它 表 示 这 个 区 域 的 体积 .我 们 来 证 明 , 这 个 积分 值 对 正则 变换 具有 不 变性 :如 果 
从 变量 p,q 到 变量 P,Q 进行 正则 变换 , 则 p,g 空间 和 P,Q 空间 相应 区 域 的 
体积 相等 , 即 


Jagrdg. apdp, 一 [jaQidQ,dPidP,. (46.1) 
众所周知 ,在 重 积分 中 变量 变换 的 公式 为 
JfaQidQdPi dp, 一 | /padgdpidp,, 


其 中 
D-aQ QQ,P PP) 
509 9 
是 变换 的 雅 可 比 行 列 式 .所 以 证 明定 理 (46.1) 归 结 为 证 明 任何 正则 变换 的 雅 可 
比 行列 式 都 等 于 1, 即 | 





(46.2) 


D=1. (46.3) 
利用 雅 可 比 行 列 式 的 一 个 已 知性 质 , 即 在 确定 的 含义 下 可 以 将 雅 可 比 行列 
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式 看 作 分 数 .“ 分 子 和 分 母 除 以 ”9(g,,… ,gq,,P，… ,PP,) ,得 
_9(Qi,,Q,,Pi,,P,) /a(qi,, gs» Pi,™, Dp,) 

9(gi ,gs ,P, 0 ,P,) 9(gi 0 ,Pi ,PP,). 
根据 雅 可 比 行列 式 的 男 一 个 已 知 规则 ,如 果 “ 分 子 ”" 和 “分 母 " 出 现 相 同 的 量 , 则 可 
以 化 为 变量 较 少 的 雅 可 比 行列 式 , 并 且 在 所 有 的 微分 中 被 消去 的 相同 量 应 该 看 
作 常 数 . 所 以 


D 


D (46.4) 





-0 (46.5) 


30) al (9CPis, PB)) ooo 

我 们 研究 此 式 分 子 中 的 雅 可 比 行列 式 .根据 定义 ,这 是 阶 行列 式 , 其 元 素 
为 9Q,/3g;( 在 第 i 行 和 第 列 交点 上 的 元 素 ). 利用 公式 (45.8) 中 的 母 函 数 
g$(g ,PP) 进 行 正则 变换 ,得 





aQ, _ FG 
9q: 9q:9P,. 
同样 可 以 求 出 表达 式 (46.5) 的 分 母 中 行列 式 的 第 i 行 和 第 k 列 交点 上 元 素 为 
了 
这 就 是 说 ,这 两 个 行列 式 的 差别 仅仅 是 将 行 和 列 互 换 . 所 以 它们 相等 ,(46.5) 等 
于 1, 定理 得 证 . 
现在 我 们 想象 在 相 空 间 中 有 一 个 小 区 域 ,其 中 的 每 个 点 随 着 时 间 根 据 系 统 
运动 方程 移动 . 因此 这 个 区 域 也 移动 .在 这 个 过 程 中 这 个 区 域 的 体积 不 变 , 即 


Jar = const. (46.6) 


这 个 结论 ( 称 为 刘 维 尔 定理 ) 可 直接 由 正则 变换 下 相 体 积 的 不 变性 ,以 及 在 运动 
中 p 和 gq 的 变化 可 以 看 作 正则 变换 (在 前 一 节 末 尾 已 经 指出 ) 得 到 . 
完全 类 似 地 可 以 证 明 下 面积 分 的 不 变性 : 


Joan 
| Badranamap,, 








其 中 积分 沿 着 相 空间 的 给 定 二 维 流 形 三 维 流 形 等 等 . 
§ 47 ”哈密 顿 - 雅 可 比方 程 


在 $43 中 已 经 引入 了 作用 量 作 为 坐标 和 时 间 函 数 的 概念 .已 经 证 明 , 这 个 
函数 S(q ,zt) 对 时 间 的 偏 导 数 与 哈密 顿 函数 的 关系 为 


9S 
37r+H(gq,p,t)=0, 
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而 对 坐标 的 偏 导数 就 是 广义 动量 .在 哈密 顿 函 数 中 将 相应 广义 动量 p 用 3 Sl/94q 
代替 ,可 得 函数 S(g,z) 应 该 满足 的 方程 


9S os 9s 
二 一 十 9 ”9 9 > 二 “ 
9t 8(e gg 9g, 1 9 


这 是 一 阶 偏 微 分 方程 , 称 为 哈密 顿 一 雅 可 比方 程 . 

除了 拉 格 朗 日 方程 和 正则 方程 ,哈密 顿 - 雅 可 比方 程 也 是 运动 方程 一 般 积 
分 方法 的 基础 . 

在 介绍 这 个 方法 之 前 ,我 们 先 说 明 一 下 ,任何 一 阶 偏 微分 方程 都 有 依赖 于 任 
意 函 数 的 解 , 这 个 解 称 为 方程 的 一 般 积 分 .然而 ,在 力学 应 用 中 起 主要 作用 的 不 
是 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 一 般 积 分 ,而 是 全 积分 , 它 是 偏 微分 方程 的 解 ,包含 的 
独立 任意 常数 与 独立 变量 的 数目 相等 . 

在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 独立 变量 是 坐标 和 时 间 . 所 以 对 于 自由 度 为 * 的 
系统 ,哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 全 积分 应 该 包括 ;+ 1 个 任意 常数 .又 因为 函数 S 
是 以 其 导数 的 形式 出 现在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 ,所 以 任意 常数 中 有 一 个 是 以 
相 加 方式 出 现 的 ; 即 全 积分 形式 为 

S= f(t,g1, ,ga ,a)+A, (47.2) 
其 中 a ,…,a, 和 A 是 任意 常数 了 . 

下 面 我 们 研究 哈密 顿 一 雅 可 比方 程 的 全 积分 与 我 们 感 兴趣 的 运动 方程 的 解 
之 间 的 关系 .为 此 我 们 进行 从 变量 g,p 到 新 变量 的 正则 变换 ,并 且 以 f(+:,g,a) 
为 母 函数 ,而 a ,a;,…,a, 作为 新 的 动量 .新 的 坐标 用 B, ,8B,,… ,BB, 表示 .因为 
母 函 数 依赖 于 老 坐标 和 新 动量 ,我 们 利用 公式 (45.8): 

a 3 , a 
je B= f， H=H+. 
上 二 卫 数 / 满 险 帘 六 慕 可 比 记 各 我们 可 以 看 出 ,新 险 密 岳 男 数 应 议 





(47.1) 





pi = 





中 虽然 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 一 般 积 分 并 不 重要 ,但 是 我 们 还 是 应 该 指出 ,如 果 已 知 全 积分 , 则 可 
以 求 出 一 般 积 分 .为 此 ,我 们 认为 A 是 其 它 常数 的 任意 函数 : 
S= f(t,g910 gia a) + A(al, ,0s). 
根据 ; 个 方程 


可 以 用 坐标 和 时 间 的 函数 代替 a; ,得 到 依赖 于 任意 函数 A(a1 ,… ,a,) 的 形式 的 一 般 积分 .事实 上 ,对 于 按 
某 种 方式 给 定 的 函数 S, 有 

as -13S as 3a _ 13S 

59 ( 雹 ) + 三 ( 这 ) 39i ( 吉 ). 


根据 S(1,q;a) 是 哈密 顿 一 雅 可 比方 程 的 全 积分 的 假定 , (3 S/3q;)。 满足 哈密 顿 ~ 雅 可 比方 程 .所 以 
3S/39; 也 满足 哈密 顿 ~ 雅 可 比方 程 . 
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等 于 零 


3S _ 


元 0. 





H=H+=H+ 
i 


所 以 对 新 变量 的 正则 方程 为 &, =0,8,=0, 由 此 可 得 
ai = const， 有 = const. (47.3) 


男 一 方面 ,s 个 方程 


使 得 可 能 用 时 间 和 2s 个 常数 a,B 来 表示 :个 坐标 gq. 于 是 我 们 可 求 得 运动 方程 
的 通 解 . 

于 是 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 法 求解 力学 系统 运动 问题 归结 为 如 下 运算 . 

根据 哈密 顿 函 数 写 出 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ,并 求 该 方程 的 全 积分 (47.2) .将 
它 对 常数 a 求 偏 导数 并 使 之 等 于 新 的 常数 8, 可 得 s 个 代数 方程 


=g. (47.4) 


求解 这 个 代数 方程 得 到 g 作为 时 间 和 2s 个 常数 的 函数 .然后 由 方程 p, = 
3S/3g; 可 以 求 得 动量 对 时 间 的 依赖 关系 . 

如 果 哈 密 顿 - 雅 可 比方 程 有 非 全 积分 , 它 依赖 于 少 于 * 个 任意 常数 , 则 尽管 
不 能 由 它 求 出 一 般 积 分 ,但 是 可 以 使 问题 简化 .例如 ,如 果 已 知 函 数 S 包含 一 个 
任意 常数 a, 则 


9S 
5 二 Const 
给 出 一 个 关于 ca ,…,g, 和 + 的 方程 . 
当 函 数 互 不 显 含 时 间 时 , 即 系统 保守 时 ,哈密 顿 - 雅 可 比方 程 有 更 简单 的 
形式 .这 时 作用 量 对 时 间 的 依赖 性 归结 为 加 上 - Ez: 
S=S(gq)- Er (47.5). 
(参见 $44) ,代入 (47.1) 可 得 缩短 作用 量 S,(g) 的 哈密 顿 -- 雅 可 比方 程 


aSo 9So) 
H (a,, 0 








(47.6) 


§ 48 分离 变量 


在 一 些 重要 的 情况 下 ,哈密 顿 ~ 雅 可 比方 程 的 全 积分 可 以 通过 分 离 变量 的 
方法 求 得 ,该 方法 的 实质 如 下 . 

假设 任意 一 个 坐标 ,例如 用 gq, 表示 ,与 相应 的 导数 3S/3g, ,在 哈密 顿 - 雅 
可 比方 程 中 只 以 某 种 组 合 的 方式 pg (gi,3S/39g1) 出 现 ,该 组 合 中 不 包含 其 它 坐 
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标 ( 或 时 间 ) 及 其 导数 , 即 方程 形式 为 


9 gt, 并 ,op (401, 闻 )| -0， (48.1) 
其 中 g, 表示 除了 gi 之 外 的 所 有 坐标 . 
我 们 将 这 种 情况 下 的 解 写成 一 个 和 的 形式 : 
S=S’(g,t)+S,(g). (48.2) 
将 这 个 表达 式 代 人 (48.1) ,可 得 
6 区, 人 |- (48.3) 





假设 解 (48.2) 已 经 得 到 ,那么 代 和 人 (48.3) 后 应 该 使 该 方程 成 为 恒等式 ,而 这 
个 恒等式 对 坐标 gi 的 任意 值 都 成 立 . 在 q 改变 时 只 有 函数 op 发 生变 化 ,所 以 
(48.3) 是 恒等式 要 求 pg 是 常数 .于 是 ,方程 (48.3) 分 成 两 个 方程 : 


9S 
¢ (432)=a, (48.4) 
9S’ 3S 
ola t,o ro) 0- (48.5) 





其 中 oa, 是 任意 常数 .上 面 第 一 个 是 常 微分 方程 ,由 此 方程 通过 简单 的 积分 可 以 
求 出 函数 S,(a, ). 此 后 还 剩 下 偏 微分 方程 (48.5) ,但 是 它 的 独立 变量 数目 减少 
了 . 
如 果 用 这 样 的 方法 可 以 分 离 所 有 * 个 坐标 和 时 间 , 则 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 
的 全 积分 就 完全 求 出 了 .对 于 保守 系统 只 需要 分 离 方 程 (47.6) 中 的 ; 个 变量 ( 坐 
标 ) ,在 完全 分 离 的 情况 下 ,方程 的 全 积分 写成 
$= ZSi(gs0 0) Ela ,a ) i, (48.6) 


其 中 每 个 S; 都 只 是 一 个 坐标 的 函数 ,而 能 量 E 是 任意 常数 al ,…，,a, 的 函数 ， 
可 以 通过 将 Se = 二 S, 代 人 方程 (47.6) 求 得 . 

循环 变量 情况 是 分 离 变量 的 特殊 情况 . 循环 坐标 q, 不 显 含 于 哈密 顿 函数 ， 
所 以 也 不 显 含 于 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 .这 种 情况 下 函数 p(g, ,3S/94g, ) 变 为 
3S/3qi ,由 方程 (48.4) 求 得 S; = wa ,因此 

S=S (qt)+taidgi， (48.7) 

常数 a, 这 时 正 是 相应 于 循环 坐标 的 常 值 动量 p, = 3S/34gi .应当 注 意 ,形式 
为 一 Ez 的 时 间 分 离 对 于 保守 系统 也 就 是 相应 于 “循环 变量 ”i 的 分 离 变量 
方法 . 

由 此 可 见 , 在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 分 离 变 量 的 方法 ,包括 了 所 有 以 前 研究 
过 的 基于 循环 坐标 简化 运动 方程 的 情况 .现在 还 可 以 补充 一 些 坐标 为 非 循 环 坐 
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标 ,但 仍 可 能 分 离 变量 的 情况 .这 一 切 都 表明 ,哈密 顿 ~ 雅 可 比方 法 是 求 运动 方 
程 通 解 的 最 有 力 的 方法 . 

为 了 在 哈密 顿 -- 雅 可 比方 程 中 分 离 变 量 , 适 当选 择 坐 标 非常 关键 .我们 来 看 
儿 个 在 各 种 坐标 下 分 离 变 量 的 例子 ,它们 与 质点 在 各 种 不 同 外 场 中 运动 的 问题 
相关 ,具有 物理 意义 . 

1. 球 坐 标 .用 坐标 (~,0,92) 写 出 的 哈密 顿 函数 


1 (2 bs + ps 
= + 
H= 2m\P’ + > “sin 0 





js U(r,0,9), 


如 果 
a) + oD 2 
rsin 0 
其 中 a(r),6b(9),c(g) 是 任意 函数 , 则 分 离 变 量 是 可 能 的 .此 式 最 后 一 项 没有 物 
理 意义 ,我 们 只 研究 场 





U-udr )+ 2 人 


在 这 种 情况 下 对 于 函数 Su 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 
1 /3S， 1 aSoY 1 aSoY 
(2 ) ta(r)+ zu r2mb(0) | + 3m (3 ) 本 
考虑 到 wp 是 循环 坐标 , 设 解 的 形式 为 
So= pp+ Si(r)+ S,(0), 
对 于 函数 S,(r) 和 S:(0) 有 方程 


(48.8) 

















(SS:) py -8 
do sin 0 1 
1 /dSiY B _- 

(中 talr) tam E- 


积分 可 得 











2 
S=- E+ pp + [8 ~ 2m6(0) - -2 [V2m[E a(r)]— hdr. 


(48.9) 
ps，B,E 是 任意 积分 常数 ,将 上 式 对 这 3 个 任意 常数 求 导 并 使 之 等 于 新 常 
数 , 即 可 给 出 运动 方程 的 通 解 . 
2. 抛物 线 坐 标 
从 柱 坐 标 ( 用 e,p,z 表示 ) 到 抛物 线 坐 标 ,wy,9 的 变换 公式 为 
z= 方 (€ 一 7)， p= én. (48.10) 
坐标 & 和 ?7 取 值 范围 是 从 零 到 co ,容易 证 实 ,& 和 7 为 常数 的 曲面 是 两 族 旋转 抛 
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物 面 (以 x 为 对 称 轴 ). 引 入 半径 


=V2 tp = 廊 ($+), (48.11) 
关系 式 (48.10) 也 可 以 写成 男 外 一 种 形式 .那么 
E=r+z, 7 三 和 一 之 . (48.12) 


下 面 我 们 用 坐标 £,y, 9 写 出 质点 的 拉 格 朗 日 沙 数 .将 (48.10) 对 时 间 求 导 
并 代入 


L=2(p tp +t) U(p, pz) 
(用 柱 坐 标 写 出 的 拉 格 朗 日 函数 ) ,得 
= 加 (s+) (对 U9) (48.13) 
广义 动量 为 
pe = AE(S+ I)E, p14(s+t nH, po mny. 
哈密 顿 函 数 为 





2 ép: + py ,ps 
iat Ue, 9). (48.14) 


在 这 种 坐标 下 ,物理 上 有 意义 的 分 离 变量 情况 相应 于 势能 


H= 











_a(€)+6(n) a(r+z)+b(r—z) 
U ET 了 元 . (48.15) 
我 们 有 方程 
2 as, aSo 1 /3SoY a(é)+6(7) 
Et s(3 2 + 家 ] + 元 (5 ) " E+7 上 


循环 坐标 p 以 pop 的 形式 分 离 出 来 .然后 将 方程 乘 以 m(&+ 7) 并 重新 组 合 各 
项 ,得 











3S， Su pop 
2 (2 ) + ma(é§)- mEé+ 352 如 +27 人 2 + mb(»y) mE7+ 57 =0- 
令 
So= pop + Si(é€)+ SS,(y), 
可 得 两 个 方程 
2 
2 (外 ) + ma(é)- mEé+ 有 Fe=8, 
dS, 加 p 
2 (如 ) + mb(y) mEn7 + 37 B 


积分 可 得 
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加 mE Bp _ malé€) ps 
SG = 三 Er+ p+ [, 了 + 区 DE jE dE + 


mE Bp mb(n) ps 
[TV + 了 jd (48.16) 


27 
po，B, 上 是 任意 积分 常数 . 
3. 椭圆 坐标 .坐标 &,w,g 由 公式 
p=oV (Ee -1)(1-7), z= oéy. (48.17) 
给 出 ,常数 o 是 变换 参数 .坐标 £ 取 值 范围 是 从 1 到 co ,而 坐标 7 取 值 范围 是 从 
-1 到 +1. 设 x 轴 上 两 个 点 A, 和 A, 的 坐标 为 xz=ac 和 >z= -cc, 如 果 r 和， 
是 到 这 两 个 点 的 距离 : 
则 可 以 得 到 几何 意义 明显 的 关系 式 2. 
代入 (48.17) 可 得 











r2t+ri ry 


m=a(é- 0 ra(étW), €= 7 9= 7 (48.18) 
从 柱 坐 标 到 椭圆 坐标 变换 拉 格 朗 日 函数 ,可 得 











_ mo’ 2_ 2 é2 mo” 2 _ 2V2 
了 二 6 7) (pt)+ 7 (E -1)(1-y)9 - U(E,y,9). 
(48.19) 
由 此 可 得 哈密 顿 函 数 


1 
一 而 | Dot p+ 





(Fi 7 js ]+ ve, 7,9). (48.20) 


物理 上 有 意义 的 分 离 变 量 情况 相应 于 势能 为 
U= 2 - -Ss [a ( 2 ) 0 ( ) | > (48.21) 


其 中 a(&) ,65b(y) 是 任意 函数 .在 哈密 顿 一 拉 格 朗 日 方程 中 分 离 变 量 的 结果 给 出 








QD 6 为 常数 的 曲面 是 以 A! 和 A; 为 焦点 的 一 簇 椭 球面 
2 2 
之 o 二 
PE TD 
而 7 为 常数 的 曲面 是 以 A， 和 4， 为 焦点 的 一 秘 双 曲面 


z2 
op ol-y) 1 
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四 2 B—2mo’a(lé) ps 
S= Er+ pp+ [2maE+ 1 red 
2 B+2mo’b(y) ps 
(2m E+ 7 dy (48.22) 
习 题 
习题 1 设 质 点 在 场 
= Fe 


(库仑 场 和 均匀 场 相 加 ) 中 运动 , 试 求 哈密 顿 一 雅 可 比方 程 的 全 积分 ,并 求 这 个 运 
动 特有 的 作为 坐标 和 动量 函数 的 守恒 量 . 
解 :这 个 场 属于 类 型 (48.1S) ,并 且 


a( 人 = 名， 6 人 =a+ 庆 太 ， 


哈密 上 顿 一 雅 可 比方 程 的 全 积分 由 (48.16) 给 出 . 
为 了 解释 常数 B 的 含义 ,我 们 写 出 方程 


p? 


2ép: + mal(é)— mEé+ 到 = 0， 
Be 
将 两 个 方程 相 减 ,用 柱 坐 标 下 的 动量 p, =3S/3p 和 户 =3S/az 表示 ps =3S/9& 
和 p, 二 9S/37n, 简 单 计算 后 得 


2np’ + mb(7)— mbnt+ 


2 
p= 0) + 


方 括号 中 表达 式 是 纯 库 仑 场 特有 的 运动 积分 (矢量 (15.17) 的 z 分 量 ). 
习题 2 同上 题 ,但 外 场 为 


(两 个 相距 为 2 的 不 动 中 心 的 库仑 场 ). 
解 : 这 个 场 属于 类 型 (48.21), 并 且 


CI Q2 








b(7)= 7: 


将 这 些 表达 式 代入 (48.22) 可 得 作用 量 S(E,n;p,t) .常数 8 的 含义 解释 类 似 于 
习题 1, 在 这 种 情况 下 它 反 映 下 面 量 守恒 ; 


B= (Pp + 和 经)- AM +2mol(aicos O01 + aacos 0,), 
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其 中 


2 2 
"Pe _ 


M=(rxp)y= pz + po + 7 2zpp.p,， 





而 0 和 0 是 图 55 所 示 的 角度 . 
$49 绝热 不 变量 


我 们 研究 一 个 作 一 维 有 限 运动 的 力学 系统 , 某 个 参数 4 可 以 确定 系统 本 身 
或 者 系统 所 处 外 场 的 性 质 . 

假设 参数 4 在 某 个 外 因 影 响 下 随时 间 缓 慢 ( 绝 热 地 ) 变 化 .缓慢 的 意思 是 在 
一 个 运动 周期 工时 间 内 4 的 变化 很 小 , 即 


dA 
TI. (49.1) 


当 4 为 常数 时 ,系统 是 封闭 的 且 以 常 能 量 EE 和 确定 周期 T(E) 作 严格 周期 
运动 . 当 4 变化 时 ,系统 不 是 封闭 的 ,能 量 不 守恒 .但 是 因为 假设 变化 缓慢 ,所 
以 能 量 EE 的 变化 速度 也 很 小 .如 果 按 周期 了 平均 这 个 速度 ,消去 其 中 的 “ 快 振 
动 , 则 所 得 的 值 E 决定 了 系统 能 量 的 系统 性 缓慢 的 变化 ,可 以 确信 , 它 正 比 于 参 


数 变化 速度 1 . 换 句 话说 , 按 所 给 出 的 意思 理解 的 缓慢 变化 量 E 是 4 的 某 个 函 
数 .E 对 4 的 依赖 关系 可 以 写成 E 和 X 的 某 种 组 合 .在 含有 缓慢 变换 参数 的 系统 
运动 过 程 中 保持 不 变 的 量 称 为 绝热 不 变量 . 

设 及 (gq ,p,24) 是 依赖 于 参数 4 的 系统 的 哈密 顿 函 数 .根据 (40.5), 系 统 能 
量变 化 速度 为 





图 55 


dE _a3H _ 3H dA 
dt af ah dr (49.2) 


这 个 公式 右 端 表 达 式 仅 仅 依赖 于 慢 变 量 4 ,而 且 依 赖 于 快 变量 g,p. 为 了 分 离 我 
们 感 兴趣 的 能 量 改变 的 系统 性 变化 过 程 ,应 该 按 运动 周期 平均 等 式 (49.2) .考虑 
到 1 变化 缓慢 (4 变化 也 缓慢 ), 可 以 将 % 移 到 平均 化 符号 之 外 : 


dE _da 39H 
dr dr ax? (49.3) 


在 被 平均 的 函数 9H/94 中 只 将 g ,zp 看 作 变 量 , 而 4 不 看 作 变 量 . 换 句 话说 ,在 假 
设 4 是 给 定常 数 情 况 下 对 系统 的 运动 平均 . 
我 们 将 平均 值 写成 显 式 为 


aH 1 7 3 五 | 
去 = 天 | 起 4 








”为 了 书写 公式 简 使 ,我 们 假设 只 有 一 个 这 样 的 参数 ,但 是 所 有 的 结论 对 任意 多 个 参数 情况 也 成 立 . 
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根据 哈密 顿 方程 4=9H/9p 有 


dg 
9 万 /oz 


利用 这 个 等 式 将 对 时 间 的 积分 换 为 对 坐标 的 积分 ,并 且 周 期 T 写成 
ra oo 
这 里 的 中 表示 沿 着 坐标 在 一 个 周期 时 间 内 完整 变化 (“向 前 ”和 “向 后 ”) 的 积 
分 .于 是 ,公式 (49.3) 的 形式 为 


di = 





9H/94 
dE _ dr J 3HIlap 4 
dz 


(49.5) 


dz da 
3 五 /957 


前 面 已 经 指出 过 ,这 个 公式 中 的 积分 应 该 沿 着 4 作为 给 定常 数 时 运动 轨 
迹 . 沿 着 这 个 轨迹 哈密 顿 函 数 保持 常 值 巨 ,而 动量 是 坐标 9 和 两 个 独立 参数 上 ， 
4 的 确定 函数 .将 动量 当 作 函数 p(g;E,4) 并 将 等 式 有 (jp,g;4)== 玉 对 参数 4 
求 导 ,得 


或 者 
将 此 式 代 入 (49.5) 上 面 的 积分 并 将 下 面积 分 的 被 积 函数 写成 3z13 互 ,有 


9p 
dE du da 
dt dt 了 37 
中 起 ds 








或 者 
ap dE apdy _ 
中 过 本 二 和 ja 0. 
这 个 等 式 最 后 可 以 写成 
dl _ 
后 =0， (49.6) 
其 中 了 表示 沿 着 当 给 定 玉 ,4 时 的 运动 轨迹 的 积分 
1 
了 = pdq. (49.7) 





QD 如果 系统 的 运动 是 转动 ,而 坐标 g 是 某 个 转角 gp, 则 对 p 的 积分 应 该 是 沿 着 “完整 一 圈 ” , 即 从 零 
到 2x. 
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这 个 结果 表明 , 当 参 数 4 变化 时 ,在 所 研究 的 近似 中 了 工 保持 常数 , 即 I 是 绝热 不 
变量 . 

I 是 系统 能 量 ( 和 参数 和) 的 函数 , 它 对 能 量 的 偏 导 数 确定 运动 周期 :根据 
(49.4), 有 


9 了 9p 


2r FE = PFEdd = T， (49.8) 





或 者 
于 =o， (49 .9) 
其 中 w=2x/T 是 系统 振动 频率 . 

如 果 利 用 系统 相 空 间 的 概念 ,可 以 给 积分 (49.7) 以 明显 的 几何 意义 .在 给 定 
情况 下 (一 个 自由 度 ), 相 空间 化 为 坐标 系 p,g ,而 周期 运动 系统 的 相 轨 迹 是 这 
个 平面 上 的 封闭 曲线 . 沿 着 这 条 曲线 的 积分 (49.7) 是 该 曲线 所 包围 的 面积 . 它 可 
以 写成 对 面积 的 二 重 积 分 


1= 去 |dpdg. (49.10) 
作为 例子 ,我 们 来 确定 一 维 振 子 的 绝热 不 变量 . 它 的 哈密 顿 函 数 为 
四 p’ mw’ gq 
末 = 过 十 一 放 全 ， (49.11) 
其 中 w 是 振子 的 固有 频率 . 相 轨 迹 方程 由 能 量 守恒 定律 给 出 : 
H(p,g)=E. 
这 是 半 轴 为 V2mE 和 ~ 2E/mow’ 的 椭圆 , 它 的 面积 ( 乘 以 2r) 为 
I= El/w. (49.12) 


这 个 绝热 不 变量 意味 着 , 当 振 子 的 参数 缓慢 变化 时 ,能 量 和 频率 成 正比 . 
8$50 正则 变量 


下 面 设 参数 4 为 常数 ,因此 系统 是 封闭 的 . 
我 们 选择 了 作为 新 的 “动量 ” ,做 变量 g ,的 正则 变换 .这 时 表示 为 ga, 了 的 
函数 的 “缩短 作用 量 ”S。 就 是 母 函 数 . 事 实 上 ,S, 定义 为 给 定 下 (和 和) 时 的 积分 
So(g,E;A) = |p(a,E;a)dg. (50.1) 
但 是 ,对 于 封闭 系统 ,I 只 是 能 量 的 函数 ,所 以 Su 可 以 表示 成 函数 So(g,1;4) 
的 形式 , 偏 导 数 (3S6/3g)e- ,等 于 了 为 常数 时 的 偏 导数 (3So/93g)j. 所 以 有 


_9So(q,T1;4) 
-5 (50.2) 


相应 于 正则 变换 (45.8) 中 第 一 个 公式 .第 二 个 公式 确定 新 “坐标 ” ,我 们 用 w 表 
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_9So(g,1;4) 
or 


I 和 w 是 正则 变量 , 称 为 作用 变量 ,ww 称 为 角 变 量 . 
由 于 母 函 数 S。(gq ,1;4) 不 显 含 时 间 , 所 以 新 的 哈密 顿 函 数 昌 与 老 的 理 相 

同 . 换 句 话说 ,HH 是 以 作用 变量 的 函数 表示 的 能 量 E(IT) .相应 的 哈密 顿 方程 为 
dE(1) 
dl 


(50.3) 


T=0， 也 = (50.4) 


由 第 一 个 方程 得 1 = const, 即 T 和 能 量 都 是 常数 .由 第 二 个 方程 可 知 , 角 变 
量 是 时 间 的 线性 函数 : 


w= 等, + const= w( I)t + const， (50.5) 





这 是 振动 相位 . 
作用 量 S。(q ,站 ) 是 坐标 的 非 单 值 函数 .每 经 过 一 个 周期 ,这 个 函数 不 回 到 
原来 的 值 ,而 是 有 一 个 增 量 
ASu=2rT， (50.6) 
从 (50.1) 和 了 的 定义 (49.7) 来 看 这 是 很 显然 的 .在 同样 的 时 间 内 , 角 变量 的 增 
量 为 


9S。 9 . 
Aw=A 7 = FAS -2x. (50.7) 


相反 地 ,如 果 我 们 用 T, zw 表示 gq,p( 或 者 它们 的 单 值 函 数 F(g,p)), 则 mw 
变换 2r(T 为 给 定 值 ) 时 ,这 些 函数 的 值 不 变 .换言之 ,用 这 正则 变量 1, w 表示 的 
F(g,p) 是 w 的 周期 为 2x 的 函数 . 

对 于 参数 4 随时 间 变 化 的 非 封 闭 系统 ,运动 方程 也 可 以 用 正则 变量 T, w 
表示 .以 积分 (50.1) 定 义 、 用 (49.7) 确 定 的 1 表示 的 S。 为 母 函 数 , 按 公式 (50.2) 
和 (50.3) 可 以 实现 到 这 些 变 量 的 变换 . 这 时 计算 不 定 积 分 (50.1) 和 定 积分 
(49.7) 就 如 同 参 数 4(z) 是 常数 ,就 是 说 ,将 函数 S,(g ,1;4(z)) 中 参数 * 看 作 
常数 进行 计算 ,然后 再 用 给 定 函 数 4(:) 代 替 回 来 @. 

因为 现在 母 函 数 (以 及 参数 4) 显 含 时 间 , 新 哈密 顿 函数 刀 “ 与 老 哈密 顿 函 数 
不 同 , 即 与 能 量 E(71) 不 同 .根据 正则 变换 一 般 公 式 (45.8) 有 


as, 


=E(I;X4)+ AA, (50.8) 


H’ =E(IT;A)+ 





其 中 引入 了 记号 





@ 然而 ,需要 强调 的 是 , 按 这 种 方式 确定 的 函数 So 已 经 不 是 哈密 顿 函数 显 含 时 间 的 系统 的 真实 缩 
短 作 用 量 ! 
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4=-( 训 | ， (50.9) 
并 且 A 应 该 根据 公式 (50.3) 用 T,w 表示 . 
现在 哈密 顿 方程 为 
i= -有 =-( 和 ) )， (50.10) 
-=o(1;2)+ ( 魏 ) %， 2 (50.11) 
其 中 w= (3E/371), 是 振动 频率 (就 像 * 是 常数 那样 计算 ) . 
习 题 


习题 ”对 频率 依赖 于 时 间 的 简 谐 振子 (哈密 顿 函 数 (49.11)) 写 出 用 正则 变 
量 1,w 表示 的 运动 方程 . 

解 :在 (50.1) 一 (50.3) 中 所 有 的 作用 量 都 是 在 (在 本 题 中 它 就 起 频率 wm 
的 作用 ) 为 常数 时 计算 的 ,因此 g,p 与 ww 的 关系 同 定常 频率 (w= wt) 一样 : 


qg=,/ 2E sin w =/ Lsin w, p=vV2Iomecos w. 
mw niw 


二 | aas 三 jz( 范 ) dz = 21 cos wd rw. 





由 此 得 


然后 有 


-| 光 ) 迪 -2 


Oow dw 


方程 (50.10) 和 (50.11) 写 成 


。 ww ， 
= - 工 生 cos 2w, 也 二 ww 十 二 -Sin 2w. 


2w 
$51 绝热 不 变量 守恒 精确 性 


利用 运动 方程 (530.10) 可 以 再 次 证 明 作用 变量 的 绝热 不 变性 . 

函数 S,(g ,1;4) 是 g 的 非 单 值 函 数 , 当 坐 标 变化 回 到 初始 值 时 , S。 增加 
2rT. 在 (50.9) 中 求 导 是 在 工 为 常 值 时 进行 的 , S。 的 增 量 为 零 , 因 此 这 个 导数 是 
单 值 函 数 . 像 所 有 的 单 值 函数 一 样 ,A 由 角 变 量 w 表示 并 且 是 它 的 周期 函数 . 周 


期 函数 的 导数 9A/3w( 对 周期 ) 的 平均 值 等 于 零 . 所 以 平均 方程 (50.10) 并 将 4 移 
出 平均 符号 (4 的 变化 缓慢 ) ,可 得 


i=-( 抢 )i=0， (51.1) 
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于 是 结论 得 证 . 

利用 运动 方程 (50.10) 和 (50.11) 可 以 研究 绝热 不 变量 守恒 的 精度 .我 们 将 
这 个 问题 提成 如 下 形式 : 设 当 :上 > - co 和 ?一 +co 时 ,参数 1(z) 趋 向 于 定常 极限 
值 4_ 和 4, ,绝热 不 变量 的 初 值 I 给 定 ( 当 上 = - co 时 ), 我 们 求 上 = + co 时 的 增 
量 AT=T, -TI . 

由 方程 (50.10) 有 


Ar=-| SER. (51.2) 
TU 


前 面 已 经 证 明 过 4 是 变量 zw 的 周期 函数 (周期 为 2r) ,我 们 将 它 展 开 为 健 里 叶 
级 数 : 


A= De”A, (51.3) 
(由 于 A 为 实数 ,展开 式 的 系数 满足 关系 A-1= A?). 由 此 得 
冯 = Dile™A, = 2Re> ,ile“A，， (51.4) 


{= —o0 


当 4 是 够 小 时 ,导数 帮 是 正 的 ( 它 的 符号 与 w 一 致 ,参见 (50.11)), 即 w 是 
时 间 的 单调 函数 .因此 在 将 (51.2) 从 对 : 积分 变换 为 对 w 积分 时 ,积分 限 不 变 ， 
即 


AT = 








Fw HF dd (S51.5) 


将 (51.4) 代 入 此 式 并 将 w 在 形式 上 看 作 复 变量 来 进行 积分 变换 .假设 被 积 
表达 式 对 于 实 值 w 没有 奇 点 ,将 积分 路 径 从 实 轴 w 移 到 上 半 平 面 . 这 时 回路 绕 
过 被 积 表 达 式 的 奇 点 “连接 ”, 如 图 56 所 示 . 

设 w。 是 接近 实 轴 的 奇 点 , 即 虚 部 ( 正 数 ) 

最 小 的 奇 点 .在 积分 (51.5) 中 这 个 点 的 邻 域 

的 贡献 是 主要 的 ,并 且 级 数 (51.4) 的 每 一 项 OO 
给 出 包含 乘 子 exp( 一 1mwo ) 的 贡献 ,仍然 保 - 

留 绝 对 值 最 小 的 负 指 数 项 ( 即 1 =1 的 项 ), 可 

得 了 


三 9A da dt d 


wo 


AT 一 exp( ~ Imw,o). (51.6) 
设 to。 是 相应 于 点 wo 的 时 刻 ( 复 数 !1): 
w(to)= wo .一 般 来 说 ,| zo | 的 量 级 与 系统 参 





中 在 特殊 情况 下 ,展开 式 (51.4) 中 不 包含 1=1 的 项 (参见 本 节 习 题 ) ,在 任何 情况 下 都 要 选择 级 数 
中 7 为 最 小 值 的 项 . 
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数 变化 的 特征 时 间 相 同 ,我 们 用 z 表示 这 个 时 间 .在 (51.6) 中 指数 的 量 级 为 
Imwo ~ wr~ rT. (51.7) 
按照 假设 ,r >>> 丁 , 因 此 这 个 指数 很 大 .于 是 1， - [ 随 着 系统 参数 变化 速度 减 
小 而 指数 衰减 如. 
为 了 确定 T/r 的 一 阶 近似 下 的 wo( 即 在 指数 中 只 保留 (T/r) !' 量 级 的 项 )， 
可 以 在 方程 (50.11) 中 上 略 去 含 4 的 小 量 , 即 写成 


Sw = (1,2(1)), (51.8) 
并 且 假 设 函 数 w(I,A(1)) 的 自 变量 了 是 常数 ,等 于 卫 .那么 
w, = | oa(O)d: (51.9) 


(积分 下 限 可 以 取 任 意 实数 值 1 ,我们 感 兴趣 的 mw 的 虚 部 与 这 个 值 无 关 )@ . 
由 (5$1.8) 得 到 的 也 (并 取 34/azm 的 级 数 中 的 一 项 ) ,积分 (51.5) 变 为 

A dw 

w(I,A). 

由 此 可 见 , 作 为 竞争 奇 点 (当选 择 接 近 实 轴 的 奇 点 时 ), 需 要 考 虞 函数 14(1) 和 

1/w(z) 的 奇异 性 (极点 、 分 叉 点 ). 从 这 个 关系 式 可 知 ,AT 为 指数 小 量 的 结论 是 

与 上 述 函 数 没 有 奇 点 的 假设 相关 的 . 


AT ~ Re[ie™ (51.10) 





习 题 
习题 1 设 简 谐 振子 的 频率 按 规律 
2 _ 2 1+ae” 
WwW wo af 
工 十 e 


从 1= -co 时 的 值 w_ = wo 到 += 吕 时 的 值 w, =Vawos(a>0,a< 和 ol) 变化 , 试 
分 析 AT 的 量 级 @. 
解 :将 参数 1 理解 为 频率 w, 有 





A =3( a 1 ) 
ww 2 e “+a e “十 1 机 


中 ”如 果 参 数 变化 缓慢 表现 为 它 对 时 间 的 依赖 形式 是 $= t/t, 其 中 + 很 大 , 则 io = reo, 其 中 人 6 是 函 
数 4(&) 不 依 操 于 工 的 育 点 . 

四 应 该 指出 ,如果 函数 4(z) 的 初 值 和 终 值 相等 (X. = 4,), 则 不 仅 AT 按 指数 衰减 ,而 且 根 据 公 式 
(49.9) ,能 量 的 终 值 和 初 值 之 差 AE= 玉 , - 玉 _ = wAI 也 是 指数 衰减 . 

加 更 详细 的 证 明 以 及 公式 (51.6) 中 指数 乘 子 的 计算 可 参见 论文 :Cryukg A. A.J/XK3T®. - 1963. 
~ T.45. -C.978. 

”振子 的 简 谐 性 反映 在 振动 频率 不 依赖 于 能 量 . 
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当 e “= -1 和 e “= -a 时 ,这 个 函数 有 奇 点 .计算 积分 |wdz , 求 出 由 奇 点 at。 


= 一 ln( 一 a) 得 到 的 Imw。 的 最 小 值 
wonla (a>1), 
me (a<1). 
对 于 简 谐振 子 , A 一 sin 2w (参见 $50 的 习题 ), 所 以 级 数 (51.3) 化 为 两 项 (1 = 
土 2). 因 此 
AT 一 exp( 一 2Imrov ) . 
习题 2 质点 在 势能 阱 中 振动 . 试 求 在 摩擦 力 f, = - a 工 作用 下 能 量变 化 
规律 ,其 中 系数 a 是 很 小 , 工 为 稍 卡 儿 坐 标 . 
解 : 按 振动 周期 平均 方程 (25.13) ,在 一 阶 近似 中 忽略 阻尼 .有 
= az = Zz"dt =- #4 zdt =- 21(E), 


其 中 I( 巨 ) 是 绝热 不 变量 ,m 是 质点 的 质量 .根据 (49.8), 用 了 表示 振动 周期 芽 ， 
求 得 


积分 得 
T( 五 ) = ICEu)exp 人 -2 ]. 


这 个 公式 隐 式 给 出 了 巨 (z). 对 于 简 谐 振子 ,这 个 公式 变 为 (25.5). 这 个 解 在 
aT/m <<1 的 条 件 下 成 立 . 


$52 条 件 周期 运动 


我 们 研究 多 自由 度 封闭 系统 的 有 限 运动 (所 有 坐标 都 是 有 限 的 ). 假 设 可 以 用 哈 
密 顿 一 雅 可 比方 法 完全 分 离 变量 .这 就 是 说 ,适当 选择 坐标 可 以 使 缩短 作用 量 写成 





So = 25:(9.), (52.1) 
其 中 每 个 函数 都 仅 依赖 于 一 个 坐标 . 
因为 广义 动量 为 
_3S。 dS, 
Pr ag dg 
所 以 每 个 函数 S 都 可 以 写成 
S = [pdg,. (52.2) 


这 些 函 数 是 非 单 值 的 .根据 运动 有 限 性 ,每 个 坐标 在 确定 的 有 限时 段 内 都 只 
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能 取 有 限 值 . 当 g; 在 此 时 段 内 “向 前 ”和 “向 后 "变化 时 ,作用 量 获得 增 量 为 


AS, =AS =2r[ ， (52 .3) 
其 中 也 是 沿 着 g, 变化 计算 的 积分 中 
1 
1 = 去 中 wdo (52.4) 


现在 进行 类 似 于 前 一 节 对 于 一 个 自由 度 系 统 所 做 的 正则 变换 .新 变量 是 “ 作 
用 变量 "7 和 “ 角 变 量 ” 











= St:D 0, (52.5) 
其 中 母 函数 是 写成 坐标 和 I 的 函数 形式 的 作用 量 ,运动 方程 
i =0, -28(D 
给 出 
I = const, (52.6) 
= 61! D, + const. (52.7) 


类 似 (50.7) 可 得 ,坐标 9 入 完整 变化 ( 向 前 "和 “向 后 ”) 对 应 于 相应 的 zw 

变化 2x: 
Ai = 2x. (52.8) 

也 就 是 说 ,w;(g ,了 ) 是 坐标 的 非 单 值 函 数 , 当 坐标 变化 返回 到 初 值 时 , 它 可 能 改 
变 了 2r 的 整数 倍 .这 个 性 质 也 决定 了 函数 w,(p,g)( 用 坐标 和 动量 表示 ) 在 相 
空间 中 的 性 质 .既然 用 g,p 表示 的 1 是 这 些 变量 的 单 值 函数 , 则 将 LL (p,q) 代 
入 wi(g, 了 ) ,可 得 函数 w, (p,q), 它 在 相 空 间 中 沿 着 任意 封闭 曲线 可 能 改变 2x 
的 整数 (或 者 零 ) 倍 . 

由 此 可 得 ,系统 状态 的 任何 单 值 函数 F(p ,gq)% ,用 正则 变量 T,w 表示 后 ， 
都 是 角 变 量 的 周期 函数 ,并 且 周 期 为 2x. 这 个 函数 可 以 展开 成 储 里 叶 级 数 形式 

F= 5 和 2 4 expli(li wi + + lw, )] 


{i = 一 co 


(04 是 整数 ). 将 角 变 量 作为 时 间 的 函数 代 人 可 得 下 对 时 间 的 依赖 关 





中 但 是 ,应 该 强调 指出 ,这 里 所 指 的 是 坐标 qi 在 其 允许 值 区 间 内 形式 上 的 变化 ,不 是 在 实际 运动 
周期 内 的 变化 ( 像 一 维 运动 情况 就 是 这 样 ). 多 自由 度 系统 实际 的 有 限 运 动 ,在 一 般 情况 下 不 仅 整个 运动 
不 是 周期 的 ,而 且 甚 至 每 个 坐标 单独 随时 间 的 变化 也 不 是 周期 的 ( 见 下 面 ). 

@@ ”因为 相差 2x 整数 倍 的 yg 对 应 于 系统 的 同一 个 状态 ,所 以 "转动 坐标 "pw( 参 见 第 158 页 脚注 ) 与 系 
统 状态 的 关系 是 非 单 值 的 .因此 ,如 果 在 坐标 g 中 有 这 样 的 角 p, 则 在 函数 FF(g,p) 中 所 包含 的 p, 只 能 是 
形 如 sin 9 或 者 cos yp 的 表达 式 , 这 样 的 表达 式 与 系统 状态 之 间 的 关系 是 单 值 的 . 
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系 
~ aF aF aE 
F= 2 机 2 A EXP (2 57 十 Z 2 3; 十 才 ls, 六)| 
l=- 1 =-% | 5 
(52.9) 
这 个 和 中 的 每 一 项 都 是 时 间 的 周期 函数 ,其 频率 
Lo t+ + Lvw,, (52.10) 
是 基 频 
_9E 
w= 宁 (52.11) 


的 整数 倍 之 和 .既然 所 有 频率 ($2.10) 一 般 不 是 某 一 个 频率 的 整数 (或 有 理 数 ) 
倍 , 则 整个 和 ($2.9) 不 是 严格 的 周期 函数 .特别 地 ,坐标 g 和 z 本身 就 不 是 周期 
函数 . 

因此 ,系统 的 运动 ,无 论 作为 整体 还 是 某 个 坐标 ,一 般 不 是 严格 周期 的 .这 就 
是 说 ,如 果 系 统 经 过 某 个 状态 ,那么 系统 在 任意 长 的 有 限时 间 内 都 不 会 重新 经 过 
这 个 状态 .但 是 可 以 肯定 ,在 足够 长 的 时 间 内 ,系统 会 无 限 接 近 这 个 状态 .由 于 这 
个 性 质 , 这 种 运动 称 为 条 件 周期 运动 . 

在 很 多 特殊 情况 下 , 基 频 w, 中 有 两 个 (更 多 个 ) 可 以 相约 (在 I 取 任 意 值 的 
情况 下 ) .这 种 情况 称 为 存在 退化 ,如 果 所 有 * 个 频率 相约 , 则 系统 的 运动 称 为 完 
全 退化 .显然 ,在 后 一 种 情况 下 ,运动 是 严格 周期 的 ,所 有 质点 的 轨迹 都 是 封闭 
的 . . 

首先 ,存在 退化 导致 系统 能 量 所 依赖 的 独立 变量 (I ) 的 数量 减少 . 设 两 个 频 
率 w 和 w, 满足 关系 式 

aE aFE 
"aT ?a 
其 中 nn, 和 nn, 是 整数 .由 此 可 得 , 和 了 以 nT 了 T+ ns 了 的 形式 出 现在 能 量 中 . 

退化 运动 最 重要 的 特性 是 , 单 值 的 运动 积分 数目 与 非 退 化 的 一 般 情况 (等 于 
自由 度 ) 相 比 增 加 了 .在 非 退 化 情况 下 ,在 (2s - 1) 个 运动 积分 中 有 s 个 系统 状态 
函数 是 单 值 的 ,例如 * 个 1 就 是 完全 的 一 组 .其 余 的 -1 个 积分 可 以 写成 

ok oF 
wi 5T we aT 
由 公式 (52.7) 直 接 可 以 得 出 这 些 差 是 常数 ,但 是 由 于 角 变 量 的 非 单 值 性 ,这 些 差 
不 是 系统 状态 的 单 值 函 数 . 
存在 退化 时 情况 就 不 同 了 .例如 ,根据 关系 式 (52.12) ,积分 
Wi nz 一 Wn (52.14) 
尽管 是 非 单 值 的 ,但 是 非 单 值 性 归结 为 增加 2x 的 任意 整数 倍 .所 以 只 要 取 这 些 


(52.12) 


(52.13) 
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量 的 三 角 函 数 就 可 以 得 到 新 的 单 值 运动 积分 . 
在 场 U= - wajr 中 的 运动 ( 见 本 节 习 题 ) 就 是 退化 运动 的 例子 . 正 是 存在 退 
化 导致 系统 出 现 新 的 特别 的 单 值 运动 积分 (1$.17) , 而 系统 的 两 个 通常 单 值 运动 
积分 (假设 是 平面 运动 ) , 即 动量 和 矩 M 和 能 量 五 ,是 任何 有 心力 场 中 的 运动 都 有 
的 . 
我 们 会 发 现 ,出 现 附加 单 值 积分 反 过 来 使 退化 运动 具有 一 个 特性 :退化 运动 
不 只 是 在 一 种 确定 的 坐标 选择 下 ,而 是 在 多 种 不 同 的 坐标 选择 下 可 以 完全 分 离 
变量 中 .事实 上 ,用 可 以 分 离 的 变量 表示 的 I, 是 单 值 运动 积分 .但 是 存在 运动 退 
化 时 , 单 值 运动 积分 数 大 于 s ,所 以 作为 I 的 运动 积分 的 选择 不 是 唯一 的 . 
以 开 普 勒 运动 为 例 ,在 球 坐 标 和 抛物 线 坐 标 下 都 可 以 分 离 变 量 . 
在 前 一 节 已 经 证 明 ,在 一 维 有 限 运动 中 作用 变量 是 绝热 不 变量 .对 于 多 自由 
度 系统 这 个 结论 也 正确 .直接 推广 $ 5S1 介绍 的 方法 就 可 以 证 明 . 
对 于 含 参 数 A(:) 的 多 维系 统 , 正 则 变量 T,w 写 出 的 运动 方程 ,给 出 类 似 于 
(50.10) 的 每 个 变量 I 的 变化 速度 表达 式 
， 
j= -和 
其 中 A = (3S6/34)1i. 这 个 等 式 的 平均 化 应 该 在 大 于 系统 周期 的 时 间 间 隔 内 进 


行 , 并 且 在 这 个 时 间 间 隔 内 参数 4(1) 变 化 很 小 .这 时 4 可 以 移 到 平均 符号 之 外 ， 
在 平均 3A/9w, 时 ,我们 认为 4 是 常数 ,因而 系统 运动 是 条 件 周 期 的 .那么 A 就 
是 角 变 量 的 单 值 周期 函数 ,234/aw; 的 平均 值 等 于 零 . 

最 后 我 们 对 多 自由 度 (s) 封 闭 系统 有 限 运动 在 一 般 情况 下 的 性 质 做 几 点 说 
明 ,这 时 不 假设 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 可 以 分 离 变 量 . 

数目 等 于 自由 度 的 运动 积分 I; 的 单 值 性 是 分 离 变量 系统 的 基本 性 质 .在 系 
统 不 能 分 离 变量 的 一 般 情 况 下 , 单 值 运动 积分 只 限于 那些 反映 空间 .时 间 的 均匀 
性 和 各 向 同性 的 量 , 即 单 值 运动 积分 就 是 能 量 守恒 动量 守恒 和 动量 矩 守恒 . 

系统 的 相 轨 迹 位 于 相 空间 中 单 值 运动 积分 确定 的 区 域 .对 于 可 分 离 变量 的 
系统 ,s 个 单 值 运动 积分 确定 了 相 空 间 中 的 ; 维 流 形 ( 超 曲面 ). 在 足够 长 的 时 间 
内 ,系统 的 相 轨 迹 无 限 稠密 地 覆盖 这 个 超 曲面 . 

对 于 不 能 分 离 变 量 的 系统 , 单 值 运动 积分 较 少 ,在 相 空 间 中 相 轨 迹 ( 完 全 或 
者 部 分 地 ) 充 满 维 数 更 高 的 区 域 ( 流 形 ). 

最 后 需要 指出 ,如 果 哈 密 顿 函数 与 可 以 分 离 变 量 的 函数 仅 相差 很 小 的 项 , 则 
运动 性 质 接近 条 件 周期 运动 ,并且 接近 程度 远 远 超过 哈密 顿 函 数 中 附加 小 量 项 


(52.15) 





”这 时 我 们 不 考虑 形 如 qi = gi(g2),q2= g2(q1) 的 简单 变换 . 
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习 题 


习题 ” 试 求 在 场 U= 一 a/r 中 椭圆 运动 的 作用 变量 . 
解 :在 平面 运动 中 对 于 极 坐 标 r,p 有 


I = 二 | do = M 
> 二 于 tc92 = ?9 


2 fm | ay [| m 
,=- 却 | 2m (E+ dr = M+a 71E 


由 此 得 作用 变量 表示 的 能 量 





2 
ma 
E= 


2(1,+ 1,) 
能 量 仅 依赖 于 变量 之 和 [I, + 1 表明 运动 退化 , 即 两 个 基 频 (对 于 p 和 ) 重 合 . 
轨道 参数 p 和 e( 参 见 (15.4)) 用 I, ,I 表示 为 
2 2 
p=- 总， “1 信条) 
由 于 I, 和 I, 具有 绝热 不 变性 ,在 系数 a 或 者 质量 m 缓慢 变化 时 ,轨道 偏心 率 保 
持 不 变 , 而 轨道 的 尺度 变化 反比 于 a 和 m. 











理论 物理 学 教程 .力学 
众所周知 ,物理 学 由 两 个 学 科 组 成 :实验 物理 和 理论 物理 .我 们 已 知 的 大 量 


物理 定律 可 以 由 为 数 不 多 的 最 一 般 规律 推 注 出 来 .这样 的 推演 和 建立 最 一 般 规 一 


律 都 需要 各 自 的 方法 ,因此 形成 了 一 个 特别 的 学 科 一 一 理论 物理 学 . 

理论 物理 利用 数学 方法 获得 自己 的 结果 ,这 些 结果 与 实验 结果 没有 什么 差 
别 .当然 ,最 一 般 规 律 的 建立 只 能 以 实验 为 基础 ,甚至 从 一 般 规律 中 获取 结果 也 
需要 对 现象 的 预先 实验 研究 ,没有 这 样 的 实验 研究 ,就 无 法 判断 大 量 结果 中 哪些 
是 重要 的 ,哪些 是 可 以 忽略 的 .在 得 到 计算 重要 结果 的 方程 之 后 ,理论 物理 的 任 
务 其 实 就 完成 了 .进一步 应 用 这 些 方程 于 具体 对 象 属于 数学 问题 ,由 称 为 数学 物 
理 的 一 个 数学 分 支 来 研究 . 

理论 物理 的 目标 是 建立 物理 定律 , 即 建 立 物理 量 之 间 的 关系 .确定 物理 量具 
体 数值 一 般 不 属于 理论 物理 的 任务 ,实验 处 理 这 些 问题 相对 比较 容易 ,在 绝 大 多 
数 情况 下 没有 必要 重复 类 似 的 计算 ,这些 计算 需要 花费 大 量 时 间 和 人 力 . 当然 ， 
用 理论 可 以 直接 算出 数值 的 简单 情况 除外 中 . 

必须 指出 ,由 于 理论 物理 的 任务 是 建立 刻画 给 定 现 象 的 物理 量 之 间 的 联系 ， 
因此 只 有 在 自然 界 确实 存在 这 种 联系 时 ,才能 建立 理论 .但 是 ,经 常 是 我 们 感 兴 
趣 的 物理 量 之 间 毫 无 关系 ,在 不 同 的 自然 现象 中 它们 有 完全 不 同 的 关系 .因此 ， 
缺乏 某 个 现象 的 理论 并 不 意味 着 它 无 法 理解 .在 这 种 情况 下 从 最 一 般 规律 无 法 
推演 得 出 规律 性 结论 ,但 是 在 其 它 情况 下 却 可 以 得 到 . 

理论 物理 的 重要 作用 在 于 近似 分 析 . 首先 ,所 有 精确 的 规律 都 是 近似 的 , 尽 





@ 朗 道 写 这 个 序言 是 在 1940 年 , 那 时 的 计算 手段 很 落后 ,所 以 数值 计算 比 实验 还 困难 .一 一 译 者 
注 
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管 在 绝 大 多 数 情 况 下 这 种 近似 程度 是 非常 高 的 ,而 且 也 没有 对 物理 规律 绝对 精 
确 的 要 求 .如 果 事 先 确定 了 某 个 现象 的 研究 范围 ,给 出 的 规律 满足 精度 要 求 就 可 
以 了 .因此 ,尽管 我 们 知道 它 不 是 绝对 精确 的 ,而 且 我 们 也 知道 有 更 加 精确 的 相 
对 论 力学 ,我 们 仍然 使 用 和 牛顿 力学 来 研究 运动 . 

在 理论 物理 中 与 精确 理论 并 存 着 一 些 早 被 证 实 不 太 精 确 的 理论 (通常 称 为 
经 典 理论 ), 这 是 因为 它们 对 于 现象 的 特定 研究 范围 还 有 应 用 价值 .任何 逻辑 上 
封闭 的 理论 都 在 一 定 精度 范围 内 被 实验 证 实 ,永远 不 会 失去 其 价值 ,是 更 精确 理 
论 在 特殊 情况 下 成 立 的 近似 结果 . 当然 ,这 不 包括 那些 存在 内 在 矛盾 的 理论 , 它 
们 的 价值 在 于 记录 理论 物理 发 展 的 一 个 阶段 . 

近似 在 通常 的 物理 理论 中 有 重要 的 意义 ,在 从 一 般 规律 推演 具体 规律 过 程 
中 其 作用 也 不 小 .考虑 非 重 要 事实 的 过 于 精确 的 计算 不 仅 会 使 计算 结果 毫 无 价 
值 地 复杂 化 ,而 且 还 会 导致 无 法 研究 得 到 现象 的 规律 .事实 上 ,近似 研究 不 仅 可 
以 显现 规律 的 具体 形式 ,而 且 还 可 以 发 现 刻画 现象 的 物理 量 之 间 的 函数 关系 ,在 
给 定 精度 之 外 这 些 物 理 量 的 关系 可 能 是 任意 的 ， 

确定 对 研究 现象 的 近似 程度 在 理论 研究 中 是 非常 重要 的 .最 严重 的 错误 是 ， 
采用 非常 精确 的 理论 并 详细 计算 所 有 的 细节 修正 ,同时 却 忽略 了 非常 重要 的 物 
理 量 . 


.五 . 朗 道 
1940 年 





索引 





B 
保守 系统 ,13 
变 分 ,2 
泊 松 定理 ,139 

D 


达 朗 贝尔 原理 ,127 
对 称 陀螺 ,100 ,108 
对 数 阻尼 衰减 量 ,76 

E 
二 体 问 题 ,28 

F 
反 力 ,125 
非 对 称 陀螺 ,100 
非 完 整 约束 ,126 
非 周 期 衰减 ,77 
封闭 质点 系 ,7 
健 科 摆 ,132 

G 
刚体 平衡 条 件 ,125 
共振 ,62 
惯性 参考 系 ,4 
惯性 定律 ,5 





中” 这 个 索引 不 重复 目录 ,而 是 其 补充 .索引 中 包含 在 目录 中 没有 反映 出 来 的 术语 和 概念 . 


惯性 主轴 ,100 
广义 动量 ,15 
广义 力 ,15 
广义 坐标 ,1 
滚动 ,125 


耗 散 消 数 ,78 
滑动 ,125 


几何 光学 ,142 
角 变 量 ,160 
节 线 ,111 
绝对 粗糙 ,125 
绝对 光滑 ,125 

K 
开 普 勒 第 二 定律 ,30 
开 普 勤 第 三 定律 ,21 
科 里 奥 利 力 ,130 
空间 各 向 同性 ,3,17 
快 陀螺 ,115 

L 
勒 让 德 变换 ,133 


. 172， 


引 








离心 力 ,130 
力 ,8 完整 约束 ,126 
力矩 ,110 位 力 定理 ,22 
力 偶 ,110 无 限 运动 ,25 
M 
面积 积分 ,30 相 轨 迹 ,148 
瞄准 距离 ,48 相 空间 ,148 
摩擦 力 ,76 相位 ,59 
母 函 数 ,146 循环 频率 ,59 
N 循环 坐标 ,30 
内 能 ,16 
P 有 限 运 动 ,25 
拍 ,63,70 约束 ,9 
偏心 率 ,35 运动 积分 ,12 
频率 ,59 
平 动 ,98 章 动 ,114 
Q 振幅 ,59 
球形 陀螺 ,100 正则 共 罗 变 量 ,147 
S 质量 ,6 
色散 ,80 质量 的 可 加 性 ,16 
扇形 速度 ,30 主 转动 惯量 ,100 
时 间 均 匀 性 ,13 转子 ,101 
势能 阱 ,25 自由 度 ,1 
瞬时 转动 轴 ,99 组 合 频率 ,87 
缩短 作用 量 ,143 作用 变量 ,160 
T 作用 量 ,2 
停滞 点 ,25 作用 与 反作用 互 等 定律 ,14 


退化 ,166 

















理论 物理 学 教程 了 ( 共 十 卷 ) 是 一 部 享誉 世界 的 于 
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里 论 物 理学 巨著 ， 
映 经 典 物 理学 向 现代 物理 学 转变 的 里 程 碑 式 的 重要 著作 ; 于 1962 年 获得 列 ， 
奖 。 原 著 为 俄 文 ， 现 已 有 十 余 种 文字 的 分 卷 译本 ”六 种 文字 的 全 卷 译本 。 
教程 中 的 七 卷 是 由 诺 贝 尔 物理 学 奖 获 得 者 、 苏 联 科 学 院 院士 、 伟 大 的 理论 
理学 家 几 .只 . 朗 道 和 他 的 学 生 、 苏 联 科学 院 院士 一 杰出 的 理论 物理 学 
E . M . 栗 弗 席 兹 在 20 世纪 40 一 50 年 代 陆 续 编写 而 成 的 ， 另 外 三 卷 由 栗 弗 席 
效 和 俄罗斯 科学 院 院士 几 . 1 皮 塔 耶 夫 斯 基 等 人 按 朗 道 的 计划 在 60 一 70 年 
编写 完成 ， 后 经 不 断 补充 完善 ， 现 已 成 为 举世 公认 的 经 典 学 术 著作 。 本 套 教程 
内 容 丰富 、 立 论 明确 、 论 证 严谨 、 物 理 图 像 清晰 ， 涵 盖 了 理论 ， 
宏观 的 各 个 领域 ， 各 卷 中 附 有 丰富 的 习题 及 解答 ， 是 学 习 理论 物理 学 的 必 备 
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本 书 是 (理论 物理 学 教程 ) 的 第 一 卷 , 根 据 俄 文 最 新 版 译 出 。 本 书 将 力学 







































方程 ,以 后 分 别论 述 守恒 定律 、 运 动 方程 的 积分 、 质 点 碰 挡 





























为 理论 物理 学 的 一 部 分 来 介绍 ,首先 从 广义 坐标 和 最 小 作用 量 原理 导出 拉 格 朗 日 
童 理 








论 、 微 振动 和 刚 





































高 年 级 本 科 生 教材 ， 也 可 供 相关 专业 的 研 





运动 理论 ,最 后 详细 论述 了 哈密 顿 方 程 和 正则 变换 等 相关 课题 。 本 书 以 简洁 的 叙 
述 给 出 了 解决 力学 问题 的 最 完全 和 最 直接 的 方法 。 本 书 可 作为 高 等 学 校 物理 专业 
f 究 生 、 科 研 人 员 和 教师 参考 。 
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